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        9999    פרקפרקפרקפרק

        ע	 בינריע	 בינריע	 בינריע	 בינרי

,  איבר קוד�קיי� )פרט לראשו$ (לכל איבר, בסדרה. סדרותטיפול ב לתמשמשהרשימה שהכרנו 

 מורכבי�איברי� הבי$ קשרי� ה יש מצבי� שבה�. איבר עוקבקיי� , )פרט לאחרו$(ולכל איבר 

ולא היררכית בצורה מאורגני� הנתוני� בע� .  בש� ע�,חדשנתוני� ארגו$ ק זה נכיר בפר. יותר

  .נציע מבנה נתוני� עבור צורת ארגו$ זובהמש! הפרק . בצורה סדורה כרשימה

אנו רוצי� לשמור מידע על בני . נכדי� וכ$ הלאה, ילדי�, הורי�: דמיינו לעצמכ� משפחה

. כל מבני הנתוני� שהכרנו עד עכשיו לא מתאימי� למטרה זו. ע� קשרי המשפחה, המשפחה

בתו! מער! , של אברה� אבינוכית המפורסמת "התנל המשפחה למשל ננסה לשמור את הנתוני� ש

  .כמופיע באיור להל$,  או רשימה

  אברה�  יצחק  ישמעאל  עשו  יעקוב  קדמה  קדר  נביות

  

יצחק וישמעאל ה� הבני� של ? א! מה לגבי קשרי המשפחה,  יש לנו ייצוג של בני המשפחה

לא נית$ .  ה� הבני� של ישמעאלקדר ונביות, קדמה, עשו ויעקב ה� הבני� של יצחק, אברה�

, ע� הקשרי� בי$ חבריה, משפחה. וא* לא נוכל לייצג מידע זה  ברשימה,  לראות זאת במער!

  .אינה סדרה

האיל$ יכול להיות . דר! מקובלת לתאר קשרי משפחה של אד� היא באמצעות ציור איל$ יוחסי$

', ניניו וכו, נכדיו, ילדיו: יו ראשיתו באד� מסוי� והוא מסתע* קדימה אל צאצא�ע� צאצאי� 

  .'סביו וכו�רב, סביו, הוריו: שמסתע* אל עברו של האד�, והוא יכול להיות ע� אבות

 � מהע$ כמוב$ רק חלק קטוזה. באיור הבאמתוארת , כע� צאצאי� , של אברה� אבינוהמשפחה

  . ענפי� נוספי�וואפשר להמשי! ולצייר ב, ענפה זו למשפחה �המתאי

  

  :� של אברה�ע� הצאצאי

  

  

  

  

  

  

  קדמה  קדר  נביות  עשו

  דינה  בנימי�  ראוב�

  אברה�

  ישמעאל

  יעקב

  יצחק
 ......  

 ......  

 ......  
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באיור הבא אנו רואי� תיאור של חלק : ג� מערכת קבצי� במחשב היא ע�. ע� הוא מבנה נפו�

יש ספריות נוספות הקבצי� בכל ספריה במערכת . MyComputerממערכת קבצי� ששורשה הוא 

  .או קבצי�

  

  

  עצי�    .א

 ע�לאוספי� המאורגני� כ  ה� דוגמאות�  מערכת קבצי� איל$ יוחסי$ ו�שני המבני� שהצגנו 

)Tree .(והקשרי� , במקרה של ע� אבות הוא האנשי� המופיעי� בע�אוס* האיברי� , למשל

קבצי� וספריות מורכב מאוס* האיברי� , במקרה של מערכת קבצי� .ביניה� ה� יחסי הורות

הגבלות על הקשרי� כפי ה מה שמגדיר אות� כעצי� ה$ .והקשר ביניה� הוא קשר של הכלה

  .תוארו להל$שי

 אנחנו יכולי� לבחור ,זאת כיוו$ שבדומה לצומת בדר!, צמתי�את האיברי� בע� נהוג לכנות בש� 

, הקשרי� בי$ צומת לצמתי� הסמוכי� לו  ה� משני סוגי�. באחד מכמה כיווני� להמש! דרכנו

 .שלו )parent(הורה סוג אחד מקשר בי$ צומת ל: הנקראי� בשמות הלקוחי� מעול� המשפחה
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,  נקראי�הורה לאותו ילדי� צמתי� שה� ).children(ילדיו  לצומתקשרי� מהסוג השני ה� בי$ 

  ).siblings (אחי�, כצפוי

מערכת בע� .  בצומתיוצג הביולוגי� של האד� המילדיו ה� , של צומת בע� צאצאי�ילדי�ה

  .א מכילההקבצי� והספריות שהי ה� , בצומתה המופיעספריה של ילדיה, לעומת זאת, הקבצי�

 הורה יש ,הע�) root (שורשהקרוי , פרט לצומת יחיד,  בע�צומתכל תכונה אופיינית לע� היא של

   .ילדי�אול� יכולי� להיות לו כמה , אחד בלבד

 ה� �L ו�I .M וH ה� Dילדיו של . �D וB ,C ה� Aילדיו של . Aשורש הע� הוא הצומת , באיור הבא

  .חי� אינ� א�H וGלעומת� הצמתי� , אחי�

.  שלוילד שלו או שהוא צאצא של ילדא� הוא , של צומת אחר) descendant (צאצאצומת נקרא 

   ).ancestor (קדמו��הורההיחס ההפו! לצאצא הוא .) זו הגדרה רקורסיבית, שימו לב(

  . Oקדמו$ של �הורה הוא Cולכ$ , C הוא צאצא של O ,בע� הבא

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : ג את המגבלות המגדירות מבנה של ע�נצי, אחרי שהצגנו את המונחי�

  .  הע�שורשצומת זה קרוי ; קיי� צומת אחד בדיוק ללא הורה) 1(

  . לכל צומת שאינו השורש יש הורה יחיד) 2(

  .כל צומת הוא צאצא של השורש) 3(

  

א! מקיי� את שני התנאי� , הצג מבנה שאינו מקיי� אותו, לכל אחד משלושת התנאי� ?
  .האחרי�

  

�תתע� זה הוא ; אצאיו ה� ע� בפני עצמוצומת וצ�  . של הע� המקורי) sub-tree (ע

 M   N   O  

 P  

 L   

K   

 F    I    H  

 J   

 E    G  

C   B   D  

 A 
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 הוא �J וB ,E ,F שמכיל את ע�� התתהשורש של , A הוא הקוד�השורש של כל הע� שמופיע באיור 

B . קבצי� וספריות הוא הספרייה שמכילה אות�תת ע� המכיל  השורש של ,מערכת הקבצי�בע� .

  . MyComputerבאיור הוא הספרייה השורש של ע� מערכת הקבצי� ש

  .  ע� עלהאחת בלבד נקרא ע� בעל צומת ).leaf( העל נקרא ילדי� ומת שאי$ לוצ

  .�I  וJ ,F ,P ,M ,N ,O ,H ה� איור הקוד�העלי� בע� שב

ביישומי� רבי� עוסקי� . אי$ הגבלה על מספר הילדי� של צומת, בעצי� שבדוגמאות עד כא$

או בדיוק שני , למשל לכל צומת יש לכל היותר שני ילדי�, וגבלבעצי� שבה� מספר הילדי� מ

 .בהמש! הפרק נעסוק רק בעצי� כאלו.  ילדי�

    ע� בינרי. ב

 Binary (ע� בינריגדיר נ. נצמצ� את מרחב העצי� בו אנו מטפלי� ונתמקד בסוג מסוי� בלבד

Tree(  ימניילדו שמאליילד מקובל להתייחס אליה� כ.  לצומתילדי� יש לכל היותר שני בוכע�  .

תת ע� הנקרא  השמאלי הוא שורשו של ילדה.  הוא שורש של ע�, א� הוא קיי�,וכל אחד משני אל

 right (תת ע� ימניע� הנקרא  הימני הוא שורשו של ילדהו, של הצומת) left sub-tree (ע� שמאלי

sub-tree.( לכל צומת אי$ יותר מהורה אחד , ג� כא$ כמו בע� הכללי)רש הע� כולו אי$ הורה לשו

  ). בכלל

  

  : כ!נגדיר ע� בינרי

  :כאשר, לכל היותר שני תת עצי�ע�  צומת  הואע� בינרי

  כל תת ע� הוא ע� בינרי •

  .כלומר אי$ לה� צמתי� משותפי�, עצי� בינריי� אלו זרי� זה לזהתת שני  •

  

  .ע� עלה: הגדרה זו היא הגדרה רקורסיבית שבסיסה הוא

, נית$ להגדיר את המושג אחרת כ! שע� בינרי יוכל להיות ריק.  ע� בינרי ריקאי$, על פי הגדרה זו

  . נוחה יותר לדיונינו בהמש! הפרקבחרנו א! ההגדרה ש

  

, נסתרת ההנחה הבסיסית בע�, אינ� זרי� ויש לה� צומת משות*של צומת  א� שני התת עצי� ?

  .הסבר). או יותר מכ!(לפיה אי$ לצומת שני הורי� 

  

מאות פיעות שתי דוגבאיור שאחריו מוו, מופיעות מספר דוגמאות לעצי� בינריי�א באיור הב

 שלו יותר איבריש אחרת וב, לשורש יותר משני בני�יש באחת : לעצמי� שאינ� עצי� בינריי�

  .ולכ$ אי$ זה ע� כלל, אחדהורה מ
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  :דוגמאות לעצי� בינריי�

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :עצמי� שאינ� עצי� בינריי�דוגמאות ל

  .ב   .א

  

                   

  

  

   .ע� בינריכ יתפרש תמיד ע� והמונח, עצי� בינריי�נדבר רק על  , מעתה 

  

  ייצוג הע� הבינרי. 1.ב

 בדומה לייצוג הרשימה .BinTree קראתש  במחלקה ,ייצוג אפשרי אחד לע� בינריראה בפרק זה נ

 עצ� מטיפוס על ידיונציג כל צומת בע� שימוש בהפניות רעיו$ הג� כא$ את נאמ� , בו בחרנו

BinTree תכונות שה$  ושתי  השמור בצומת את המידעההמכילתכונה  : תכונותמורכב משלושה

תת הפירוש הדבר ש, nullער! הפניה כזו הוא כאשר  .BinTreeהפניות לעצמי� נוספי� מטיפוס 

 בניגוד לייצוג הרשימה בו בחרנו במעטפת שתנהל כראוי את אוס*. ע� המתאי� אינו קיי�

, משו� כ!(. הצמתי� בעזרת מחלקה נוספתאוס* כא$ אנו בוחרי� שלא לעטו* את , האיברי�

  .)  במבנה זה לא נית$ לייצג ע� ריק, כמוסבר להל$

 כפי שנהגנו ,כלומר באופ$ גנרי,  עבור כל טיפוס של מידעBinTreeמחלקה נית$ להגדיר את ה

 הפע� אנו מרבי� להשתמש בערכי� �אול). רשימה, תור, מחסנית(באוספי� הקודמי� שהכרנו 

כמוב$ .  לצור! הנוחות והפשטות בחרנו להגדיר את הע� כע� של שלמי�השמורי� באוס* ולכ$

  .ג  .ב  .א

  .ה  .ד
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ע� טיפוסי  ולאפשר הגדרת עצי� בינריי�  השמור בע�שנית$ לשנות את הגדרת תכונת המידע

  .שוני�מידע 

   : בו בחרנוע� הבינריבא מתאר את ייצוג ה ה�UMLאיור ה

  

  

  

  

  

  

  

  

  ע� ריק  

הגדרה . ברגע היצירה הע� כבר מכיל צומת". ע� ריק: "בייצוג בו בחרנו אי$ משמעות וקיו� למושג

ההבדל נובע מהגדרת מבנה . ש� נית$ היה ליצור רשימה ריקה, זו שונה מהגדרת הרשימה למשל

אוס* היה ה. חוליות שהוא רכיב שלה הרשימה הוגדרה כמעטפת חיצונית המנהלת אוס*. הנתוני�

לעומת זאת הע� הוא מבנה מקושר שמחזיק את כל . יכול להיות ריק ועדיי$ היה קיו� לעטיפה

הוצאת כל הצמתי� מהע� מעלימה את . אי$ לע� מעטפת חיצונית. הצמתי� שבו באמצעות הפניות

  ".ע� ריק"הע� עצמו ואי$ משמעות למצב שבו מתקיי� 

  

  בינריהע� הממשק  .2.ב

.  להגדיר פעולות בונות מתאימות כ! שנוכל לייצר עצמי� מתבנית המחלקהכמו לכל מחלקה יש

לש� . הפעולה הבונה הכללית תקבל פריט מידע ושני תת עצי� שישמשו כילדיו של הע� החדש

  .שלו מידע בלבד ואי$ לו ילדי�, הנוחיות נגדיר ג� פעולה הבונה ע� עלה

פעולות .  מתאימות�Set וGet: הגדיר פעולותיש ל, לכל אחת מהתכונות שנבחרו כדי לייצג את הע�

GetInfo, SetInfoפעולות .  מאפשרות לאחזר את המידע שבצומת ולשנותוGetLeft, SetLeft 

. שתי פעולות דומות קיימות עבור התת ע� הימני. מאפשרות לאחזר ולשנות את התת ע� השמאלי

ע� שהיה במקו� הזה ובו �התת משמשת כפעולת מחיקה של SetLeft (tree)נשי� לב כי הפעלת 

כאשר הפרמטר המועבר . באותו מקו�) עלה כמקרה פרטי(ע� חדש � בזמ$ משמשת להוספת תת

שימו .  במקומוnullע� המתאי� ושמה �הפעולה מוחקת למעשה את התת, null הוא Setלפעולת 

$ ככלל יש  לכ. זהע� תת" יאבד ",במצב בו אי$ הפניה נוספת לע� המוחל*, לב כי לאחר ההחלפה

, א� יש צור! בתת ע� זה, או, ע� המקורי�אי$ צור! בתתלבצע את פעולות ההחלפה רק כאשר 

  .נשמור הפניה אליו במשתנה

BinTree  

private BinTree left  

private int info  

private BinTree right 

  

 ...יושל� בהמש!
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א! ע� הוא אוס* של צמתי� מחוברי� ביניה� בעזרת , עד כה דנו בפעולות מקומיות על צומת

כלומר על ,  על הע� כולוהפועלות, שנרצה להגדיר" גלובליות"יש פעולות . ההפניות שבכל צומת

הפועלת על אוס* ,  היא פעולה גלובלית שכזוToStringהפעולה . אוס* כל הצמתי� המאוגדי� בע�

מכיוו$ שע� אינו .  של הע�()ToStringלא נגדיר את הפעולה , בשונה ממנהגנו עד כה. הצמתי� כולו

על הדרכי� . יבריוקיימת יותר מדר! אחת לסרוק אותו ולהחזיר תיאור של א, מבנה סדרתי

  .השונות של סריקת הע� נדו$ בהמש! הפרק

זאת בניגוד , פעולות נוספות שלא יופיעו בממשק הע� ה$ פעולות הכנסה והוצאה של צמתי� בע�

ברשימה ברור לגמרי מה פירוש להכניס איבר חדש . שבו הופיעו פעולות כאלו, לממשק הרשימה

כיוו$ שיש שני תת , בע�. אותו איבר ולפני העוקב לוהאיבר החדש ייכנס אחרי . אחרי איבר קיי�

,  א!.כילד שמאלי או כילד ימני של צומת נתו$": הכנסה אחרי"שתי פעולות מתבקשות , עצי�

א� נרצה . ברורה של פעולות הכנסה אלו�בע� לא קיימת הגדרה טבעית, בניגוד למצב ברשימה

, ע� השמאלי שהיה ש� קוד� לכ$�הא� התת, להכניס צומת חדש מתחת ומשמאל לצומת קיי�

לכ$ . הוא הדי$ לגבי הגדרת פעולות הוצאה מע�? יהיה עכשיו ילד ימני או שמאלי של הצומת החדש

בפרק על ע� חיפוש בינרי נדו$ בקבוצת עצי� מסוג . איננו כוללי� בממשק פעולות הכנסה והוצאה

  .מסוי� עבורה נגדיר פעולת הכנסה הטבעית לה

  .שנדונו לעיל, המקומיות, מוצג להל$ מכיל רק את הפעולות הבסיסיותהממשק ה, לסיכו�

  : המלא המתאר את מבנה הנתוני� ע� בינרי�UML איור הלהל$

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

BinTree 

private BinTree left  

private int info  

private BinTree right  

BinTree (int info)  

BinTree (int info, BinTree left, BinTree right)  

int GetInfo() 

void  SetInfo (int info) 

BinTree  GetLeft() 

BinTree  GetRight() 

void  SetLeft (BinTree tree)  

void  SetRight (BinTree tree)  

 



האוניברסיטה העברית בירושלי�, המרכז להוראת המדעי�,  צוות מדעי המחשב– 2006 טיוטה קי� � 9פרק   

24 
  סישרפ– ע� בינרי  – 9 פרק

30/1/2007 :עדכו� אחרו�  
אוניברסיטה העברית בירושלי�כל הזכויות שמורות למשרד החינו! ול ©  

  :ממשק המחלקה המלאלהל$ 

 infoהפעולה בונה ע� עלה שבשורשו הער! 
BinTree (int info) 

�התת, infoהפעולה בונה ע� שבשורשו הער! 

. rightע� הימני � והתתleftאלי שלו ע� השמ

כל אחד משני הפרמטרי� האחרוני� יכול 

המתאי� אינו ע� �תתה ואז, nullלהיות 

  .מגדירי� ע� עלה nullשני פרמטרי� .  קיי�

   זרי� זה לזה�right וleft :הנחה

BinTree (int info, BinTree left, 

                                     BinTree right)  

  

  פעולה מחזירה את ער! השורשה

  
int GetInfo() 

  infoהפעולה משנה את ער! השורש להיות 
void SetInfo (int info) 

א� . תת ע� השמאליהמחזירה את הפעולה 

 nullהפעולה תחזיר , אי$ תת ע� שמאלי

BinTree GetLeft()   

א� אי$ . תת ע� הימניהמחזירה את הפעולה 

 null תחזיר הפעולה, תת ע� ימני

BinTree GetRight() 

בע� ע� השמאלי �התתחליפה את מהפעולה 

tree .  

 שני( המבנה התקי$ של הע� לא יפגע :הנחה

  )שארו זרי� זה לזהיעצי� י�התת

void SetLeft (BinTree tree)  

בע�  ימניע� ה�התתמחליפה את הפעולה 

tree .  

 שני( המבנה התקי$ של הע� לא יפגע :הנחה

 )שארו זרי� זה לזהי� יעצי�התת

void SetRight (BinTree tree) 

  

$ שאי$ לנו דר! ומכיו, יכולה לקלקל את מבנה הע�, ע� חדש על ע� קיי�� תליית תת:הערה חשובה

  ).  כל שני תת עצי� זרי� זה לזההלפי(של הע� הגדרת המבנה ע� החדש אינו פוגע ב�לבדוק שהתת

ודא שפעולות ועליו ל. א של המתכנת המשתמש במחלקה להתמודדות  ע� סכנה זו היהאחריות

תקי$ של המבנה הות על מרוש , שתוכניתו מבצעת על עצמי� של המחלקה,שינוי מבנההעוסקות ב

    .הע�
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  ממשקהשימוש בפעולות  .ג

  בניית ע� . 1.ג

 שורשהדר! האחת היא כאשר נתו$ לנו המידע שב. להתבצע בשני אופני�כאמור בניית ע� יכולה 

. null, יקבלו את ער! ההפניה הריקהע� שתי ההפניות ב ו עלה הע� המתקבל הוא ע�,ולא יותר

 של ילדיוושני תת עצי� שיהפכו להיות  שורשדר! אחרת לבנות ע� היא ממידע שיש לשמור ב

  . החדששורשה

  :נדגי� מספר בניות

  : שהמידע השמור בו הוא מספר של�בניית ע� ע� איבר אחד בלבד

BinTree tr1 = new BinTree (3); 

   

  

  

  

  

  : מהשורש לעלי�ע� שבו יותר מאיבר אחדבניית 

  :(…)�SetRight ו(…)SetLeftיש לבנות את השורש ולהוסי* עלי� במקומות הרצויי� על ידי הפעולות 

BinTree tr1 = new BinTree (3);  

tr1.SetLeft (new BinTree (5));  

tr1.SetRight (new BinTree (7));  

: ה נבנה הע�יבשורה השני .ורה הראשונה נבנה הע� כפי שהוא מופיע באיור למעלהבש  
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  : בשורה השלישית נבנה הע�

  

  

  

  

  

  

  

  

עצי� ולצרפ� בעזרת �יש ליצור שני תת. העלי� אל השורש אותו ע� היא מאפשרות אחרת ליצור

  :שבשורשו ער! נתו$, לע� אחד, הפעולה הבונה השנייה

BinTree tr3 = new BinTree (5); 

BinTree tr2 = new BinTree (7); 

BinTree tr1 = new BinTree (3, tr3, tr2);  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

:נית$ לעשות זאת א* בשורה אחת  

BinTree tr1 = new BinTree (3, new BinTree (5), new BinTree (7));  
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   כי צמתי�התייחסות לער,  על ע�תנועה. 2.ג

,  שלוע� השמאלי� גישה מצומת אל התת�האחת :  ממשקשתי פעולותשתמש בכדי לנוע על ע� נ

, הפועלת מתו! שורש של ע� בינרי()GetLeft הפעולה . ע� הימני� גישה מצומת אל התת�והאחרת 

מחזירה את התת ע�  ()GetRight פעולההבאופ$ דומה .  זהע� השמאלי של שורש�מחזירה את התת

  .תי פעולות אלה נוכל להגיע לכל אחד מצומתי הע�באמצעות ש. הימני של שורש זה

מכיוו$ שכל צומת הוא , צומת להתייחס לערכי� השמורי� בבדר! כללבמהל! מעבר על ע� נרצה 

די בפעולות אחזור ועדכו$ , שנית$ להגיע אליו על ידי שימוש בפעולות הגישה, שורש של תת ע�

,  הנוכחישורשהמחזירה את תוכ$ ה ()GetInfo הפעולבממשק את הלש� כ! יש לנו . לשורש

  . הנוכחימשנה את התוכ$ של השורשה (…)SetInfoלה והפעו

  

  :קבלת ער# של צומת בע� המכיל ערכי� שלמי�

int a = tr1.GetLeft().GetInfo();  

 מחזירה את הער!  ()GetInfoוהפעולה, ע� השמאלי� הוא התת()tr1.GetLeftער! הביטוי , כא$

  .5כלומר בדוגמה שלעיל יהיה זה הער! , זהע�  הנמצא בשורש תת
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  BinTreeע� בינרי המחלקה . ד

**/המכיל בצמתיו מספרי� שלמי� המחלקה מגדירה את מבנה הנתוני� ע� בינרי /*   

public class BinTree 

{ 

       private int info; 

       private BinTree left; 

       private BinTree right; 
  

     **/        infoהפעולה בונה ע� עלה שבשורשו /*                                                                             
      public BinTree (int info) 

      { 
    this.info = info; 
    this.left = null; 
    this.right = null; 

      } 
  

          **/left, rightתת העצי� שלו ה� , info   הפעולה בונה ע� שבשורשו                                                

  */   זרי� זה לזה   left, right: הנחה. nullיועבר , א� אי$ תת ע� מסוי�          /*                                       
      public BinTree (int info,  BinTree right, BinTree left) 
{         

              this.info = info; 

              this.left = left; 

              this.right = right; 
}          

  
**/      ולה מחזירה את ער! השורש הפע/*   

      public int GetInfo()  
    {   

              return this.info; 
  }        

 

       **/infoהפעולה משנה את ער! השורש להיות                                                                                   /*    
     public void SetInfo (int info) 
   {         

             this.info = info; 
  }        

  

    **/nullא� אי$ תת ע� שמאלי הפעולה תחזיר . פעולה מחזירה את התת ע� השמאליה/*                         

     public BinTree GetLeft()  
     {     

             return this.left; 
}         

  

   **/nullא� אי$ תת ע� ימני הפעולה תחזיר . הפעולה מחזירה את התת ע� הימני/*                                 

      public BinTree GetRight()  
      {    

             return this.right; 
          }  
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    **/tree הפעולה מחליפה את התת ע� השמאלי בע�                                                                                 

  */שני תתי הע� זרי� זה לזה     , אחרי ההחלפה: הנחה  /*                                                                  

      public void SetLeft (BinTree tree) 
          {    

            this.left = tree; 
  
      } 
 

                    **/treeהפעולה מחליפה את התת ע� הימני בע� 

    */שני תתי הע� זרי� זה לזה   , אחרי ההחלפה: הנחה     /*                                                                 

     public void SetRight (BinTree tree) 
    {     

            this.right = tree; 
         
    } 
}

   יעילות פעולות הממשק. 1.ד

אפשר לחשב את יעילות$ של ,  ועל מימושי הפעולותוג של הע� הבינרילאחר שהחלטנו על הייצ

א* אחת מהפעולות אינה דורשת . שורש של הע� מתו! מתבצעות כל הפעולות. פעולות הממשק

פעולות , משו� כ!. ולכ$ א* אחת מה$ אינה תלויה במספר הצמתי� בע�, על פני הע�" תנועה"

  .  O(1): עההממשק ה$ בעלות סיבוכיות זמ$ ריצה קבו

  

   בינריע�לעולות נוספות פ. ה

 ולצור! ממשק בהתא� לבחירת המתכנתנית$ להוסי* פעולות לג� בע� , בדומה לרשימה

א! הממשק הרשמי הוא ,  המרחיבות את הממשק פעולותי אנו נדו$ במימוש. פונקציונלי כלשהו

ממשק  ברקמש רגילי� נית$ להשתהת לצור! פתרו$ ,כלומר. הממשק המוצג בסעי* הקוד�

 על , כפעולות פנימיות או חיצוניות,יש צור! לממש$ ,על מנת להשתמש בפעולות נוספות. המקורי

   .  בכל תרגילפי הגדרת המשימה

  :)לא רקורסיבית(פשוטה לה פנימית ופע:  1דוגמה 

  .עלהע� הוא  הנוכחי הע�  הבודקת הא� ()IsLeafפעולה   את הממשו

   פתרו�

public bool IsLeaf() 

{ 

 return ( this.left == null && this. right == null);   

 } 
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  הע� כמבנה רקורסיבי . 1.ה

אפשר . משו� שגישה זו מתאימה למבנה הע�, בפעולות על ע� אנו מרבי� להשתמש ברקורסיה

מבנה "�נסביר למה הכוונה ש. תכנות רקורסיבי" מזמי$", כפי שהגדרנו אותו, לומר כי מבנה הע�

פעולה היא רקורסיבית א� במהל! ביצועה יש זימו$ אחד או ": תכנות רקורסיבי" מזמי$"הע� 

ע� הימני �לתת, שתיי� מתו! התכונות של ע� בינרי ה$ הפניות מטיפוס ע�. יותר של הפעולה עצמה

ולפי הגדרת הע� נית$ להפעיל את , שורשיה� ה� צמתי�. שה� בעצמ� עצי�, ע� השמאלי�ולתת

סביר א� כ$ לכתוב פעולות המבצעות את משימת$ על ידי ביצוע . מכל צומת שהואפעולות הממשק 

   .בשני התת עצי�ות רקורסיביות שלה$ בתוספת הפעל, פעילות בשורש

 . נראה פעולות רקורסיביות, וכ$ בהמש!, בדוגמה הבאה

  

  :פעולה פנימית רקורסיבית:  2דוגמה 

  . בע� את מספר הצמתי�המחזירהפעולה ממשו 

  ו�פתר

נספור את הצמתי� בתת ע� , נספור את הצמתי� בתת ע� הימני, על מנת לספור את הצמתי� בע�

ספירת .  עבור השורש שג� הוא צומת1נוסי* אחר מכ$ נחבר את הערכי� המתקבלי� וול, השמאלי

כיו$ שיתכ$ ). ומשו� כ! זו פעולה רקורסיבית(הצמתי� בכל תת ע� תיעשה באותה שיטה עצמה 

או , שמאלי(הא� קיי� תת ע� , יהיה עלינו לבדוק לפני הקריאה הרקורסיבית, נו קיי�שתת ע� אי

   ).ימני

  

public int NumOfNodes () 

{ 

int leftCount = 0; 

int rightCount = 0; 

if ( this.GetLeft() != null) 

                                 leftCount = this.GetLeft().NumOfNodes(); 

if (this.GetRight() != null) 

 rightCount = this.GetRight().NumOfNodes(); 

return (leftCount + rightCount +1); 

} 
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   מעברי� על ע� בינרי.ו

ת כדי להדפיס א, למשל,  ללא חזרותצומתי הע�כל  על מצריכי� מעברשימושי� רבי� בע� בינרי 

את הסדר נבחר בהתא� לצרכי . י� שוני�נית$ לעבור על הצמתי� בסדר. ע�ערכי הצמתי� ב

ובלבד , ביישומי� מסוימי� אי$ חשיבות לסדר.  שוני� יתאימו לצרכי� שוני�מעברסדרי . היישו�

את המעבר נפסיק , שחיפשנומה  כשנמצא את ,לפעמי�. שלא נבקר יותר מפע� אחת בכל צומת

   .פולפני סו

היה עלינו לעבור על הע� ולחפש את , פחה משאילו רצינו לבדוק הא� פלוני נמצא בע�, לדוגמה

 המעבר. נבקר בכל צומת פע� אחת לכל היותרבמהלכו ש חיפוש יעיל רדברור שנ. שמו בצמתיו

   .פסק א� נמצא את נתוני אותו פלוני בצומת מסוי�יי

, אחריו הוריו, ילדראשית ה: א� נרצה להדפיס את שמות כל האנשי� בע� אבות לפי דורות

  .תו! מעבר על כל הצמתי�, לפי רמות, לרוחב הע�מעבר נזדקק ל, ו וכ$ הלאהאחריה� סבותי

  ?ובאילו אי$, באילו מהדוגמאות שהבאנו לעיל יש חשיבות לסדר הביקור בצמתי� ?

  

שבמהלכו מבוצעת , דורשות לכל היותר ביקור יחיד בכל אחד מצומתי הע�שתי הדוגמאות לעיל 

  . סריקה של הע�סוג זה של מעבר מכונה . פעולה כלשהי

 נית$ להתייחס לגישות אלו כתבניות .קיימות כמה דרכי� לסריקה של ע� ולהל$ נציג אחדות מה$

  .שאות$ נייש� בהתא� לצרכינו

  

   של ע� בינריעומקסריקות . 1.ו

 inorder( כיתת' סריקה, )preorder traversal(תחילית  סריקה:  סריקות עומק של ע�3קיימות 

traversal(סופית קהסרי ו) postorder traversal .( בשלושת הסריקות מתבצעות הפעולות

  :הבאות

  ביקור בשורש הע�. 1

   ע� השמאלי�תתת של ה רקורסיביסריקה. 2

   הימניע��תתת של הרקורסיביסריקה . 3

בי$ ( א� הביקור בשורש מתבצע שני. תחילית הסריקה נקראת ,א� הביקור בשורש מתבצע ראשו$

לאחר  ,וא� הביקור בשורש מתבצע בסו*, כיתת' הסריקה נקראת ,)ותקורסיבי הרסריקותי התש

 קוד� יתשימו לב כי בכל הסריקות נעש. סופית הסריקה נקראת ,ותהרקורסיביתי הסריקות ש

נית$ כמוב$ לשנות את הסדר . ע� הימני�תתסריקה של הע� השמאלי ולאחר מכ$ �תתסריקה של ה

, שלוש סריקות נוספותבמקרה זה יתקבלו . פני השמאליע� הימני ל� ולסרוק קוד� את התת

  .  בספרות מקובל לסרוק תת ע� שמאלי לפני ימני. סימטריות לשלוש הקודמות

?  
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הדפסת ערכו ,  למשל,הסריקהתו! כדי בצומת לביצוע פעולה כלשהי אנו מתכווני�  ביקור  באמרנו

  אנו עוברי�א!, ל צומת אנו מבקרי� פע� אחת בככי במהל! סריקה,  נשי� לב.צומתהשל 

או כדי , רק כדי להגיע אל ילדיה� של אות� צמתי�, "ביקור" בלי לבצע נוספות פעמי� בצמתי�

  . לחזור דרכ� להוריה�

  

אזי כמוב$ אי$ מבצעי� , אינו קיי�) או שניה�, שמאלי או ימני(כאשר תת ע� , בכל שלוש הסריקות

) ע� הנוכחי�בתת(הרקורסיה , עי� לעלהמכא$ שכאשר מגי. את הקריאה הרקורסיבית עבורו

  .מסתיימת

למשל , להפסיק את הסריקה כאשר התקיי� תנאי מסוי�קיימת אפשרות בכל שלושת הסריקות 

  .כאשר נמצא הנתו$ שאותו אנו מחפשי�

  

נבח$ את האיור הבא המדגי� סריקה בסדר , לפני שנעבור לניסוח פורמלי מדויק של הסריקות

והוא מתבצע בי$ שתי הסריקות , יקור המתבצע בשורש הוא הדפסת ערכוהב. כי של ע� נתו$ת4

התת , הצמתי� המודגשי� באיור באי� להבליט את התת ע� המטופל ברגע מסוי�. הרקורסיביות

  . למעשה ג� מתו! תת ע� זה רק שורשו הוא החשוב לנו בכל שלב בסריקה. ע� הנוכחי

תת השל  יש לבצע סריקה ת4כית רקורסיבית ב בשלב.  כולו הע�בשורשמתחילה הסריקה בשלב א 

, כיו$ שזה עלה .Eהעלה : ע� זה�ע� השמאלי של תת�תתהבשלב ג נסרק ). Dששורשו (ע� השמאלי 

ע� �תתהח נסרק �בשלבי� ה.  בוי�מבקר וDצומת לי� בסריקה חוזרבשלב ד . מתבצע בו ביקור

, �Aבשלב ט מבוצע הביקור ב. Yיו  ואחרGאחריו , Z: כאשר סדר הביקור הוא, Gששורשו הימני 

 כא$ יש צומת יחיד .,ע� הימני של הע��תתה בשלב י מבוצעת הסריקה של . הע� כולושהוא שורש

  .והביקור בו הוא צעד יחיד
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  E, D, Z, G, Y, A, H               :בעוד שסריקה בסדר ת4כי על הע� שבאיור החזירה את הסדרה

הסדרה שתתקבל . ה בסדר תחילי תחזיר סדרה המכילה אות� איברי� א! בסדר שונההרי שסריק

  A, D, E, G, Z, Y, H                                     :  תהיה

וכתבו את סדרת האיברי� , איור שלעילעקבו אחרי סריקה בסדר סופי של הע� המופיע ב ?
  .המתקבלת

  
  

  כתיבה אלגוריתמית. 2.ו

סגנונות הכתיבה האלגוריתמית בשתי הגישות . ת פעולה פנימית או חיצוניתסריקה יכולה להיו

  .נראה את הסגנונות השוני�. שוני� מעט זה מזה

  

  פנימיותכפעולות סריקות . 3.ו

עלינו לציי$ את הצומת המפעיל ברגע , דר! צומת מסוי�בכל שלב ו$ שסריקת הע� נעשית ומכי

  :לגוריתמית אנו משתמשי� בנוסחבשלב הכתיבה הא. מסוי� את פעולת הסריקה
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   'את הסריקה] צומת מסוי� [�  בהפעל'

  :   או כאשר הצומת ידוע

  'ו את הסריקהבהפעל '

  . ומצייני� את סוג הסריקה המבוצעת

  

  ): preorder(סריקה תחילית 

ע� השמאלי ואחר כ! �סריקה זו מתחילה בביקור בשורש ואז באופ$ רקורסיבי סורקת את התת

  . ימניע� ה�את התת

  ()תחילי�בסדר�סרוק

  }פעולה על הע� הנוכחי               : טענת כניסה{

 } בסדר תחיליהנוכחיהאלגורית� סורק את הע� : טענת יציאה {

  בקר בשורש הע� 

  ()תחילי�בסדר� סרוק  אתבוהפעל  , תת ע� שמאלי קיי� א�

  )(תחילי�בסדר�סרוק  אתבוהפעל , ע� ימני  תת קיי� א�

  

  :)inorder( יתכסריקה ת'

   ()כית'�בסדר�סרוק

  }פעולה על הע� הנוכחי               : טענת כניסה{

  }כי בסדר ת4 הנוכחי האלגורית� סורק את הע�: טענת יציאה {

  ()כית'�בסדר� סרוק   אתבוהפעל  ,יתת ע� שמאלקיי� א� 

  בקר בשורש הע� 

  ()כית'�בסדר� סרוק אתבוהפעל  ,ע� ימני קיי� תת א�

  . סחו את האלגורית� לסריקה בסדר סופי נ?

  

  חיצוניות כפעולות סריקות. 4.ו

אנו משתמשי� בשלב הכתיבה , מכיוו$ שפעולות חיצוניות צריכות לקבל ע� בינרי כפרמטר

  :האלגוריתמית בנוסח

  .')ע� בינרי כפרמטר(הפעל את הפעולה החיצונית '

מצייני� מיהו הע� הנשלח , ריי�ראשית כותבי� את ש� הפעולה החיצונית ולאחר מכ$ בסוג

  . כפרמטר לפעולה

 נראה אי! תנוסח אחת, מכיו$ שכאמור אי$ סיבה לנסח את הסריקות דווקא כפעולות פנימיות

  . כפעולה חיצונית, שראינו לעילהסריקות לעומקמאות$ 
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  }tree {ת'כי�בסדר�סרוק

  } של שלמי�treeהאלגורית� מקבל ע� : טענת כניסה{ 

  } האלגורית� סורק את  הע� על פי סדר תוכי : טענת יציאה{ 

  )treeתת ע� שמאלי של ( כית'�בסדר�סרוק הפעל את, treeא� קיי� תת ע� שמאלי של  

  בקר בשורש הע�

  ) tree תת ע� ימני של( כית'� בסדר�סרוק הפעל את, treeא� קיי� תת ע� ימני של 

  

  הסריקות יעילות . 5.ו

סריקה של ע� המתוארי� לעיל ל של האלגוריתמי� הרקורסיביי� נערי! את סיבוכיות זמ$ הריצה

נכלול ). שורש של תת ע�(בצומת הפעולה שמבצע כל אחד מהאלגוריתמי� היא הביקור . בינרי

את שני , בחישוב המחיר של הביקור ג� את הבדיקות הא� קיימי� תת עצי� בשמאל ובימי$

אחר סיו� ביצוע הפעולה כולה על התת ע� וכ$ את החזרה להמעברי� דר! הצומת שאינ� ביקור 

ולכ$ , מכיל מספר פעולות  קבוע ,כולל כל מה שכללנו בו,  בס! הכל הביקור.שהצומת הוא שורשו

מכיוו$ שהאלגוריתמי� נבנו כ! שהסריקה תכלול . הצעד הבסיסיהביקור הוא . זמ$ קבוענמש! 

. בסיסי הוא כמספר צומתי הע�מספר הפעמי� שמבוצע הצעד ה, ביקור יחיד בכל צומת של הע�

  .ארית בגודל הע�ילכ$ סיבוכיות זמ$ הריצה של כל אחת מהסריקות היא לינ

  

   בעיות המשתמשות במעברי� על ע�  .ז

    פעולות חיצוניות. 1.ז

היא מקבלת כפרמטר ע� בינרי שעליו היא , BinTreeכאשר אנו מגדירי� פעולה חיצונית למחלקה 

ג� א� היינו . לטפל בעצי� המכילי� מספרי� שלמי� בלבד זה בשלב כאמור בחרנו .תפעל

הרי שבשלב הגדרת הפעולות החיצוניות היינו מוכרחי� לטפל , מטפלי� בעצי� גנריי� בפרק

  .בעצי� קונקרטיי� בלבד כמו שהוסבר בפרקי� הקודמי�

  . ריקמייצג ע� לא BinTree המחלקה  כל עצ� של .בייצוג שבחרנו לע� אי$ משמעות לע� ריק

 ת להיות מועברהכאשר אנו מגדירי� פעולות חיצוניות אנו מוכרחי� לקחת בחשבו$ שבטעות עלול

אנו מניחי�  לפיה הערההוספת  ל ידיאנו מצייני� עובדה זו בתיעוד ע .nullההפניה לפעולה 

ואיננו בודקי� , אנו מסתמכי� על הנחה זו, בקוד עצמו. nullפרמטר מטיפוס ע� בינרי אינו ש

יש שיטה טובה סישרפ א! ב, נית$ כמוב$ להוסי* בדיקות כאלו לקוד. (nullער! הפרמטר אינו שה

אינה כלולה חריגות המשתמשת בשיטה זו .  עושי� זאתננוולכ$ אי, יותר לטיפול בבעיות כאלו

   .)בחומר של יחידה זו
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  בדיקת קיו� איבר בע�: 1דוגמה 

 ומשתמשת בסריקה , נוס*וער! של� ,� שלמי�שצמתיו מכילי� מספריפעולה המקבלת ע� ממשו 

   .נמצא בע�תחילית כדי לבדוק הא� הער! 

כל מעבר רקורסיבי פותר . תחילית דווקאסריקה שימוש ב  ברור שבעיה זו אינה מחייבת:הערה

  .אי$ צור! להמשי! את הסריקה, הנתו$כאשר נמצא הער! , כמו כ$. אותה

   פתרו�

   :קוד

  */       * null אינו treeער! הפרמטר : הנחה/* 

public static bool ExistsIn (BinTree tree, int x)                                                                               

{   

       bool resL = false; 

       bool resR = false;         

       if (tree.GetInfo() == x) 

               return true; 

        if (tree.GetLeft() != null) 

       { 

              resL = ExistsIn (tree.GetLeft(), x); 

             if (resL) 

                      return true;  הער! המבוקש נמצא ואי$ צור! להמשי! בחיפוש//  

        }  

//נמשי! את החיפוש בצד ימי$ , דו השמאלי של הע�הער! ודאי לא נמצא בצי         

        if (tree.GetRight() != null)  

             resR = ExistsIn (tree.GetRight(), x); 

        return (resR);   

    } 
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  סכו� ערכי הצמתי�: 2דוגמה 

  .רכי הצמתי� שבע� כל עומחזירה את סכו�שצמתיו מכילי� מספרי�  המקבלת ע�  פעולהממשו 

  פתרו�

          **/null אינו treeער! הפרמטר : הנחה/*  :קוד

public static int Sum (BinTree tree) 

{ 

int leftSum=0; 

int rightSum=0; 

if (tree.GetLeft()!=null)  

                      leftSum = Sum (tree.GetLeft()); 

if (tree.GetRight()!=null)  

                      rightSum = Sum (tree.GetRight()); 

return  tree.GetInfo() + leftSum + rightSum; 

} 

  פעולות פנימיות. 2.ז

 המשרשרת ()ToStringנעשית בדר! כלל בעזרת מחרוזת שמחזירה הפעולה  סישרפ הדפסת עצ� ב

שות בהתא� לסוגי המעברי� בע� בינרי השרשור יכול להע. את כל תכונות העצ� למחרוזת אחת

  . preorder ,postorder ,inorder  :השוני�

, ()PreorderString:  קיי� עליו ה$ פועלותנגדיר שלוש פעולות המחזירות מחרוזת המתארת ע�

PostorderString()ו  �InorderString() . פעולות אלו ישרשרו את ערכי הע� בהתא� לסדר שהוגדר

  .אימותויחזירו מחרוזות מת, $בשמ

  :()PreorderStringהפעולה נדגי� את 

  

  מחרוזת של איברי הע�: 1דוגמה 

 .חילית על פי סריקה תהנוכחי  המחזירה את איברי הע�()PreorderStringפעולת אלגורית� לכתבו 

  .ממשו את האלגורית�
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  פתרו�

  :אלגורית�

                     }האלגורית� פועל על הע� הנוכחי                     : טענת כניסה{ 

האלגורית� מחזיר מחרוזת המורכבת מאיברי הע� הנוכחי על פי סריקה בסדר : טענת יציאה{ 

  } תחילי 

   חיליתסרוק את הע� בסריקה ת

  , בכל ביקור בצומת

    ,)בצירו* סמל מפריד לפי בחירת!(מת המתארת את הצו צר* מחרוזת                       

     .מחרוזת התוצאהסופה של ל                                                                                                           

   :קוד 

    public string PreorderString()  

   { 

          string str  = ""; 

          str += this.info + " "; 

          if (this.left!= null) 

                   str += this.left.PreorderString(); 

          if (this.right != null) 

                  str += this.right.PreorderString(); 

         return str ; 

  } 

 

  .()�InorderString  ו()PostorderStringממשו את הפעולות ? 
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  )וחבסריקה לר(ה לפי רמות סריק. ח

. ברמה הבאה וכ$ הלאהילדיו , השורש נמצא ברמה אחת. ע� הוא מבנה היררכי המחולק לרמות

  .לפי רמות, במקרי� מסוימי� עולה הצור! לסרוק את הע� לרוחבו

המרחק של כלומר , של צומת מסוי� בע� היא אור! המסלול מהשורש אל צומת זה) level(רמה 

מה של כל צומת אחר בע� גדולה באחד מהרמה של והר, 0 רמת השורש היא .רשהצומת מהשו

זו כלומר , הוא המרחק הגדול ביותר מהשורש לעלה כלשהו) tree height (גובה ע�. ההורה שלו

  .3 הוא הבאגובה הע� . הרמה הגבוהה ביותר בע�

  

 

  

  

  

  

  

  

הפע� הסריקה תהיה רמה . נצטר! להשתמש ברעיו$ אלגוריתמי חדש, כדי לסרוק ע� לפי רמות

  .כשבכל רמה נסרקי� הצמתי� משמאל לימי$, אחת אחרי קודמתה החל בשורש

  

לאחר . �HוD , ילדיו ואחר כ! בשני �A תחילה נבקר ב.איורמהל! הסריקה של הע� שבבמעט עיי$ נ

הרי באמצעות פעולות הממשק ? �E לHכיצד נעבור מהצומת . �E עלינו לבקר ב�Hהביקור ב

 �Gוכיצד נעבור מ. H ולא של D של ילד הוא Eואילו , ההורה שלו  רק דר!ילדשהגדרנו נית$ לגשת ל

  . הרי אי$ ה� אחי�?  כשנמשי! בסריקה�Yל

כאשר . בסדר זה, �G וEידוע לנו כי בעתיד נרצה לבקר בילדיו , �Dנשי� לב כי כשאנו מבקרי� ב

כאשר אנו , יבאופ$ כלל. בעתיד) במקרה זה רק אחד(ג� פה נרצה לבקר בילדיו , �Hאנו ממשיכי� ל

, אנו יודעי� כי נרצה לבקר בילדי צמתי� אלו, מבקרי� בצמתי� שברמה מסוימת משמאל לימי$

. הנתוני� תורבטיפוס כדי לממש רצו$ זה נשתמש . באותו סדר, שה� הצמתי� ברמה הבאה

 האיבר שנכנס ראשו$ לתור הוא לכ$ו, האיברי� מתווספי� לתור בסופו ויוצאי� מתחילתו, כזכור

תחילה נכניס לתור הריק . עצי� שטר� נסרקו�התור שניעזר בו יאחס$ תת. שיוצא ממנו ראשו$זה 

, נבקר בצומת, מהתור) ע�� דהיינו שורש תת(נוציא בכל צעד צומת , בהמש!. הע� כולו) שורש(את 

  .נמשי! כ! עד שיתרוק$ התור. סופוב, לתור) אחד או אפס, שניי�(ונכניס את  ילדיו 

שורשי , בכל שלב מוצגי� מצבו של הע�.  את אופ$ הסריקה של ע� לפי רמות מציגאיור הבאה

  .העצי� הנמצאי� בתור ורשימת האיברי� שנסרקו

  H  1רמה 

Z  

Y  

A  

D 

T  B  

E  G   2רמה  

  3רמה 

  0רמה 
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האלגורית� משתמש . כפעולה פנימית,  לפי רמות, נתו$ מציג סריקה של ע� בינריאלגורית� הבאה

  .הנתוני� תורטיפוס בפעולות הממשק של 
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   ()רמות� לפי�סרוק

  }�ל הע� הנוכחי שהוא ע� של שלמי מתבצע עהאלגורית�: טענת כניסה{ 

  }. משמאל לימי$,  לפי רמות הנתו$ את צומתי הע�האלגורית� סורק: טענת יציאה{ 

  של עצי�בנה תור חדש 

   התורלתו! treeע� שורש ההכנס את  

  :בצע את הפעולות, ריקד התור אינו  כל עו

    הוצא ע� מתו! התור    

   ו של הע�בקר בשורש  

  לתור הכנס אותו ,מאלי לע� שע��  תתא� קיי�   

  תור הכנס אותו ל,ימני לע�ע� � תתא� קיי�    

של פועלת על הע� הנוכחי שהוא ע� בינרי הפנימית נראה את הקוד המממש פעולה זו כפעולה 

  . המפנה אל הע� הנוכחיthisשימו לב שכדי להתייחס לע� הנוכחי נשתמש כפרמטר בער! . שלמי�

 

public string LevelOrderTraversal() 

 { 

  BinTree t; 

  string str = ""; 

  Queue<BinTree> q = new Queue<BinTree>(); 

   

  q.Insert (this); 

  while (!q.IsEmpty()) 

  { 

   t = q.Remove(); 

   str = str + t.GetInfo() + " , "; 

   if (t.GetLeft() != null) 

    q.Insert (t.GetLeft()); 

   if (t.GetRight() != null) 

    q.Insert (t.GetRight()); 

  } 

    

  return (str); 

 } 
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  יעילות הסריקה לפי רמות. 1.ח

שורת בסריקה לפי רמות הצעד הבסיסי הוא גו* הלולאה שב. נערי! את יעילותו של האלגורית�

ביקור בשורשו , הוצאת ע� מהתור: והוא מכיל את הפעולות האלה, ..."כל עוד התור אינו ריק"

פעולות מבטיח שהיא שמימוש התור ) סבירה מאוד( הנחה .עצי� שלו לתור�והכנסת שני התת

  .וא� כ! מחירו של הצעד הבסיס הוא קבוע, אורכות זמ$ קבוע ההוצאה וההכנסה של איברי�

ג� אלגורית� הסריקה לפי רמות מבקר פע� , כמו האלגוריתמי� הרקורסיביי� לסריקת עצי�

  י� שמבוצע הצעד הבסיסי הוא כמספרולכ$ ג� בו מספר הפעמ, אחת בדיוק בכל אחד מצומתי הע�

  .סיבוכיות זמ$ הריצה של האלגורית� היא לינארית בגודל הע�. תי הע�צומ

   ע� ביטוי. ט

למשל תכנית המקבלת ביטוי חשבוני ומחשבת את ערכו . ע� בינרי משמש לפתרו$ בעיות ממשיות

, ג� מהדר(ואז מחשבת את ערכו על ידי אלגורית� רקורסיבי פשוט , מייצגת את הביטוי כע� בינרי

נבח$ מהל! זה לעומקו . )מייצר קוד לחישוב ביטוי חשבוני בגישה דומה, סישרפ כגו$ המהדר של

  .בפירוט

  .וחישוב ער! הביטוי בהינת$ ע� זה, ייצוג הביטוי כע� בינרי: שני חלקי� המהל! מורכב מ,כאמור

פעולות החשבו$ . כפל וחילוק, חיסור, חיבור:  ומפעולות החשבו$ מורכב ממספרי�חשבוניביטוי 

י ע� בינרי יש ל ידבייצוג ביטוי ע .מספרי� או ביטויי� מורכבי� יותראופרנדי� שה� ת על מופעלו

וכ$ קיבו� נכו$ , להתחשב בכללי� כגו$ מת$ קדימות לפעולות כפל וחילוק על פעולות חיבור וחיסור

 נניח שהביטוי ,מנע מהסיבו! הכרו! בנושאי� אלוי להכדי .של פעולות שיש לה� אותה קדימות

  . מופיעי� סוגריי�,להושני האופרנדי� שפעולה כלומר סביב כל , "ממוסגר לחלוטי$"וני החשב

  

  :ג חוקיי��הביטויי� א, לדוגמה

  ( 5 + 7 ) .א

  ( 2 + ( 4 * 3 ) )  .ב

  ( ( 8 + ( 1 * 4 ) ) * ( 2 – 3 ) )   .ג

  ):לפי הכללי� שהוגדרו לעיל( אינ� חוקיי� ז�ולעומת� הביטויי� ד

  ( 4 * ( 5 + 3 )  .ד

  3 – 2  .ה

 ( 7–)  .ו

 ( 8 ) .ז
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  :לפי כללי� אלו אפשר להגדיר באופ$ פורמלי

   מספר הוא Aכאשר      A  : הואביטוי חשבוני

  , ביטויי� חשבוניי� ה� �Y ו Xכאשר    (X op Y)      :או

  . פעולההוא   �op ו,  של הפעולההאופרנדי�                                                                   

ה� ביטויי� חשבוניי� בביטוי מורכב  �Y  וXהאופרנדי� :  הגדרה רקורסיביתהילב כי זושימו 

 ביטוי חשבוני להגדרה  לראות התאמה בי$ הגדרתקל? כיצד נית$ לייצג ביטויי� שכאלו. בעצמ�

 –הענ* השני ;  מתאי� לשורש ללא ילדי�– ביטוי שהוא מספר –הענ* הראשו$ :  ע� בינרישל

טבעי לייצג ביטוי חשבוני בעזרת ע� , משו� כ! .אי� לשורש ע� שני ילדי� מת–ביטוי מורכב 

צומת ( שלו תת עצי�צומת . מספר או פעולה: ני�צומת בע� יוכל להכיל אחד משני סוגי נתו. בינרי

�ביטויי� המיוצגי� על ידי התתאופרנדי� שה� ה צרי! להפעיל על ההשאות, פעולהיכיל  )פנימי

 מיוצגי� ביטויי�  הבאבאיור. מספרי�עלי הע� יכילו . ל אותו צומתעצי� השמאלי והימני ש

  .חשבוניי� באמצעות עצי� בינריי�

  

  :                       ( 5 + 7 ) הביטוי .א

  

  

  :( 2 + ( 4 * 3 ) ) הביטוי  .ב

  

  

  

  

  : ( ( 8 + ( 1 * 4 ) ) * ( 2 – 3 ) ) הביטוי .ג

  

  

  

  ?( ( 3 / 9 ) – ( ( 8 * 7 ) + 4 ) )כיצד ייוצג  הביטוי ? 

בתרגילי� .  פעולה על הע� קל לביצועעל ידיחישוב ער! הביטוי , נת$ ע� המייצג ביטוייבה

   .חישוב ערכואת וכ$ , ע� ביטוי מביטוי חשבוני נתו$תרגלו בנייה של המצורפי� לפרק זה ת

נית$  . charוא שטיפוס המידע בה� היש לשי� לב שלצור! תרגול זה אנו זקוקי� לעצי� בינריי� 

בעתיד נגדיר את המחלקה . פוסתו! שינוי הטי, להעתיק לש� כ! את המחלקה שהוגדרה בפרק

  .כגנרית וכ! נוכל לחסו! את הצור! בהעתקות נוספות לצור! פתרו$ תרגילי� אחרי�

*  

+  

8 *  
4  1  

2  3  
-  

4  3  

*  2  

+  

5  

+  

7  
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  מבנה נתוני� –ע� בינרי . י

  . פשטהוא מבנה נתוני� א! אינו טיפוס נתוני� מו, כמוהו כרשימה, ע� בינרי

 מאפשרות למשתמש במחלקה לשנות את המבנה של עצ� המייצג ע� SetLeft, SetRightהפעולות 

 treeא� , לדוגמה. !)ובמילי� אחרות לקלקל את מבנה הע� (בינרי כ! שהמגבלות לא יתקיימו יותר

  : אחרי ביצוע הפעולה אזי, הוא עצ� כזה

tree.SetLeft (tree.GetRight()); 

   : את הפעולהtreeנבצע על , במקו� זאת, א�.   ממש זהי�– tree עצי� שלתת השני 

tree.SetLeft (this); 

  .כלומר אי$ יותר שורש, אזי נקבל עצ� שבו לכל צומת יש הורה

   .של המשתמש) ובידע(קיו� המגבלות תלוי ברצו$ הטוב , כמו ברשימה

שימוש בעצ� המכיל : ו רעיו$ה� מבני נתוני� המבוססי� על אות, רשימה וע� בינרי, שני המבני�

חשיבות� כמבני נתוני� היא בכ! שה� . הפניה או הפניות לעצמי� אחרי� מאותו טיפוס

בשניה� נית$ . סדרות ומבני� היררכיי�: מאפשרי� לייצג ארגוני נתוני� נפוצי� ושימושיי�

ימושי� ראינו ש.  (להשתמש כייצוגי� של נתוני� במחלקות המממשות טיפוסי נתוני� מופשטי�

  .) כאלו ברשימה בפרקי� קודמי�

  בינרי חיפוש ע� . אי

נפנה לעיי$ בסוג מיוחד של עצי�  ,ה� ופעולותיה�תכונותי, י�הבינריכרנו את העצי� לאחר שה

  :הסתכלו בע� הבינרי הבא המאחס$ מספרי� שלמי�. בינריי�

  

  

  

  

  

ע� השמאלי של צומת �צמתי� הנמצאי� בתתערכי� בכל ה:  מיוחדתת סדרתכונ קיימת ע� זהב

. ע� הימני של הצומת גדולי� ממנו�צמתי� הנמצאי� בתתערכי� בוכל ה, כלשהו קטני� ממנו

 ער!שהוא ה, �15כול� קטני�  מו  �8 ו5, 6, 9: ע� השמאלי של הע� ה�� הנמצאי� בתתערכי�ה

 הנמצא ,5 ער!באותו אופ$ ה. �15גדולי� מ, ע� הימני� הנמצאי� בתת, �26ו 16 ערכי�ה. בשורש

ע� הימני של �הנמצאי� בתת, �8 ו9 ערכי�ואילו ה, �6קט$ מ, 6ע� השמאלי של הצומת �בתת

  . גדולי� ממנו, הצומת

16  

8  

26  

15  

6 

5  9  
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ע� השמאלי �כל הערכי� בצומתי התת, כלומר לכל צומת בו, המקיי� את התכונה הזוע� בינרי 

, ער! בצומתע� הימני שלו גדולי�  מה�וכל הערכי� בצומתי התת, שלו קטני� מהער! בצומת

תו! הדגשת ,   נעבור לדו$ בתכונות של עצי� שכאלו).binary search tree (ע� חיפוש בינרינקרא 

  .היתרונות הנובעי� מהארגו$ המיוחד שלה�

  

  איתור ער# בע� חיפוש בינרי. 1.יא

הגדרתו המיוחדת של ע� חיפוש בינרי מאפשרת ביצוע חיפוש של ער! בע� באופ$ מהיר ופשוט 

כל השוואה של הער! אותו מחפשי� מול שורש נוכחי בע� . תר מחיפוש בע� בינרי כלליהרבה יו

  :נותנת מענה לשאלות הבאות, חיפוש בינרי

  הא� מצאנו צומת המכיל את הער! .1

   יש להמשי! את החיפושע��תת באיזה –א� לא  .2

אפשר לבצע מ, נבחר בגלל העובדה שהמבנה המיוחד של הע�, ע� חיפוש בינרי, שמו של סוג ע� זה

  .בו חיפוש יעיל

�אתרנגדיר אלגורית� �.  נמצא בוxהער! בודק הא�  הפועל על ע� חיפוש בינרי ו)x(חיפוש �בע

  .  א� אינו נמצא בו' שקר'�ו,  נמצא בע�xא� ' אמת'האלגורית� מחזיר 

  : להל$ האלגורית� לחיפוש רקורסיבי

  

� אתר�      )x(חיפוש �בע

  'אמת'חזר ה, xא� הער! השמור בשורש הוא 

  ,אחרת

  ,וקיי� לשורש תת ע� שמאלי,  קט$ מהער! השמור בשורשx   א� 

�תרא                                                  החזר את הער! של הפעלת �  בתת ע� השמאלי  )x(חיפוש �בע

                                                     ,                        וקיי� לשורש תת ע� ימני,  גדול מהער! השמור בשורשx   א� 

�תרא                                                      החזר את הער! של הפעלת �  בתת ע� הימני )x(חיפוש � בע

     )הער! לא נמצא בע�.          ('שקר'החזר ,    אחרת

 xכאשר על סמ! תוצאות ההשוואה של  טיבינית$ לבצע את תהלי! החיפוש ג� באופ$ איטר: הערה

  . נתו$ מחליטי� א� להמשי! את החיפוש בתת ע� הימני או השמאלי שלושורשמול 

  

ש� משווי� את הער! , בי$ החיפוש הבינריזו ושימו לב כי קיי� דמיו$ רב בי$ שיטת חיפוש 

   .המשי! ולחפשולפי התוצאה מחליטי� באיזה חלק של המער! ל, המבוקש לאיבר האמצעי במער!
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 שהוצגה בפרק זה ExistsInפשוט ויעיל יותר מהפעולה החיצונית , החיפוש על ע� חיפוש בינרי

 עוברת ExistsInהפעולה , כאשר הער! המבוקש אינו קיי� בע�, במקרה הגרוע ביותר.). 1.בסעי* ז(

ל רוב או הפעולה יכולה במקרי� מסוימי� לעבור ע, ג� כאשר הער! קיי� בע�. על כל הצמתי�

, בע� חיפוש בינרי. לכ$ סדר הגודל שלה הוא לינארי במספר הצמתי� שבע�, אפילו על כל הצמתי�

בכל שלב בחיפוש את " עוזבי�"אנו , מכיוו$ שאנו יכולי� להסתמ! על סדר היחס של הערכי� בע�

וממשיכי� רק בתת ע� בו יש סיכוי לאתר את הער! , התת ע� שבו ברור שאי$ לנו מה לחפש

 שבילהחיפוש עובר רק על , בי$ א� הער! קיי� בע� ובי$ א� אינו קיי� בו, בכל מקרה. המבוקש

א� הער! . השביל מסתיי� בצומת המכיל אותו, א� הער! קיי� בע�. המתחיל בשורש הע�, אחד

א! , השביל מסתיי� בצומת שהער! המבוקש צרי! היה להימצא בתת ע� שלו, אינו קיי� בע�

  .ו קיי�אותו תת ע� אינ

  

  מציאת ער# מינימלי בע� חיפוש בינרי. 2.יא

ברשימה ממוינת . מציאת הער! המינימלי דורשת מעבר על כל חוליות הרשימה, ברשימה כללית

, באופ$ דומה. הוא ממוק� בראשית הרשימה: פשוטה,  הקט$ ביותרער! מציאת ה,בסדר עולה

לגבי מה . גרוע לעבור על כל צמתיודורשת במקרה ה, מציאת הער! המינימלי בע� בינרי כללי

. כי ער! זה ממוק� בצומת השמאלי ביותר בע�, קל לראות? חיפוש�ער! הקט$ ביותר בע�ה תאימצ

  .)הער! הגדול ביותר בע� החיפוש נמצא בצומת הימני ביותר בע�, באופ$ סימטרי(

לות המחזירות את מוזיל מאד את הפעו, ניצול המידע הנתו$ לנו על מבנהו של ע� החיפוש, כלומר

  . הערכי� הקיצוניי� השמורי� בע�

  . נמצא בצומת השמאלי ביותר המינימלי בע�הער! שנמקו את הטענה? 

הא� ? הא� יתכ$ שיש לו תת ע� שמאלי, א� לא?  הא� הצומת השמאלי ביותר הוא תמיד עלה?
 בעזרת דוגמאות הצדיקו אות$, א� התשובות לשתי שאלות אלו חיוביות? יתכ$ שיש לו תת ע� ימני

  .מתאימות

  .בו את האלגורית� למציאת הער! המינימלי בע� חיפוש בינריכת?

  

וכ$ פעולת חיפוש יעילה , ראינו כי בע� חיפוש בינרי יש פעולת חיפוש יעילה של ער! נתו$: הערה

יכולי� להיות שימושי� ? א! מדוע שיהיה לנו עניי$ בחיפושי� אלו. של הער! המינימלי בע�

יתכ$ כי הער! , למשל, י� לחיפושי� אלו א� לכל ער! מספרי השמור בע� יוצמד מידע נוס*מעניינ

 בהמש! הפרק נרחיב בנושא .והמידע הנוס* הוא פרטי בעל התעודה, בע� הוא מספר תעודת זהות

   . זה

נית$ באופ$ דומה לבנות עצי חיפוש ע� , � ה� מספרי�הבעוד שאנו עוסקי� בעצי� שערכי, כמו כ$

נוכל לבנות ג� ע� חיפוש בינרי , כ!. למשל מחרוזות,  יחס סדרבו מוגדר� מכל תחו� ערכי

  ). ואליה� מצורפי� מספרי טלפו$(שבצמתיו שמות 
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  בינרי ובניית ע� הכנסת ערכי� לע� חיפוש. 3.יא

. בו מוגדר סדר על האיברי� השמורי� בע�,  פרטי של ע� בינרי כלליקרהמע� חיפוש בינרי הוא 

. כיו$ שתוצאת הפעולה אינה מוגדרת היטב, י כללי לא הצגנו פעולת הכנסה של ער! לע�בע� בינר

א� : התנאי המגדיר את מבנה ע� החיפוש קובע כיצד נוסי* לו ער!. לא כ! הדבר בע� חיפוש בינרי

א� הער! קט$ מזה . יש להודיע שהער! כבר קיי� בע�, הער! זהה לזה שבשורש הע� הנתו$

כ! . ע� הימני� יש להכניסו לתת, אחרת: ע� השמאלי של השורש�סו לתתיש להכני, שבשורש

ע� �א! התת) או מימינו(עד שמגיעי� לצומת שהער! צרי! להיות משמאלו , ממשיכי� לרדת בע�

קל לראות שפעולה זו . וש� מכניסי� צומת חדש המכיל את הער!, שלו אינו קיי�) ימני(השמאלי 

מבנהו של ע� חיפוש בינרי . ה הוא עדיי$ ע� חיפוש בינריאחרי ההכנס: שומרת על תכונת הע�

ג� פעולת , שימו לב שכמו בפעולת החיפוש. מוביל לפעולת הכנסה המוגדרת באופ$ פשוט וברור

  .ההכנסה עוברת על שביל המתחיל בשורש ויורד בע�

  

  . תבו במדויק את האלגורית� להכנסה של ער! לע� חיפוש בינריכ? 

  

. בנינו אות� על ידי צירו* צמתי� זה לזה באופ$ שרירותי,  בינריי� כלליי�כאשר עסקנו בעצי�

מאפשרת לנו לבנות , השומרת על תכונותיו, העובדה שיש לנו פעולת הכנסה יעילה לע� חיפוש בינרי

המכיל את אחד , נבנה ע� עלה: ע� חיפוש בינרי המכיל קבוצה נתונה של ערכי� באופ$ הבא

תו! שימוש בפעולת ההכנסה , * את שאר הערכי� אחד אחרי השנילאחר מכ$ נוסי. הערכי�

וג� את המידע הנוס* (מובטח לנו שנקבל ע� חיפוש בינרי המכיל את כל הערכי� . המתוארת

  . ע� החיפוש הבינרי יאפשר חיפוש יעיל של ערכי� מהקבוצה). א� יש כזה, הצמוד לכל ער!

  ? בלי תלות בסדר ההכנסה של האיברי�,  הע�הא� לקבוצה נתונה של  ערכי� מתקבל תמיד אותו

בדיוק את שכול$ מכילות ,  שונותערכי�מציג כמה עצי חיפוש שנבנו על פי סדרות האיור הבא 

משמאל ,  הערכי� בכל סדרה הוכנסו לפי סדר�.}5 ,6 ,8 ,9 ,15 ,26 ,29 ,30{הערכי� שבקבוצה 

  .לימי$
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 כי העצי� , הכנסת הערכי� אחד אחדעל ידי , ניית ע� חיפוש בינריהאלגורית� לבבדקו בעזרת ? 

 .� שבה$ משמאל לימי$ערכי על ידי הכנסת ה,נוצרו על פי הסדרות המתאימותי� אכ$ באיורש

ע� החיפוש הבינרי הנבנה ממנה שונה מכל העצי� א!  , המכילה אות� ערכי�הציגו סדרה

  .שבאיור

  

ורת הע� הסופית ומסתבר שצ, ערכי� שוני� המכילי� אות� קיימי� עצי חיפוש בינריי�, א� כ$

י� ערכששני סידורי� שוני� של  ייתכ$ מצב. י� לתוכו בעת הבנייהערכתלויה בסדר הכנסת ה

יתקבל ג� מהכנסת הערכי�  יורבא גע� , למשל, כ!. ברשימה יובילו לבנייתו של אותו ע� חיפוש

  ). לימי$משמאל  (29 ,8 ,5 ,30 9 ,6 ,26 ,15שבסדרה 

ע� המה תהיה צורתו של . י� הממוינת בסדר יורדערכע� שנוצר על פי סדרת מראה   לעילאע�   ?

  ?י� הממויני� בסדר עולהערכשייווצר על ידי אות� 

  

   גובה הע� כמדד ליעילות.4.יא

, הרי ברור שלמרות שה� מכילי� אותה קבוצת ערכי�, ג לעיל�א� נשוה את העצי� שבאיורי� א ו

עד כה לא דנו בפירוט בסיבו! פעולות החיפוש .  בראשו$ יהיה פחות יעיל מאשר בשניחיפוש

א� כי ההשוואה של פעולות החיפוש לפעולות חיפוש דומות בע� בינרי , וההכנסה בע� חיפוש בינרי

  15,9,26,5,8,6,29,30 .ב  30,29,26,15,9,8,6,5 .א
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ובפרט בשאלה , הגיע הזמ$ לעסוק בנושא זה. כללי נטתה בבירור לטובתו של ע� החיפוש הבינרי

  .צורת הע� לסיבוכיות של פעולות החיפוש בומה הקשר בי$ 

ההבדל בי$ העצי� מתבטא .  שבעה צמתי� אחד מה�בכל ש ארבעה עצי� בינריי�,באיור הבא

ולכ$ ג� על , הסידור משפיע על מספר הצמתי� בכל אחת מרמות הע�. בסידור� של הצמתי�

  . גובהו של הע�

, מתי� המקסימלי בכל אחת מהרמותהוא מכיל את מספר הצ. א הוא המאוז$ מבי$ העצי� ע�

ולכ$ , הוא מכיל צומת אחד בכל רמה. ע� ד הוא הפחות מאוז$. 2 גובהו � ולכ$ הוא הנמו! מביניה� 

  .�4 ו3וגובה� , שני העצי� האחרי� שבאיור מתארי� מצבי ביניי�. 6 �גובהו מקסימלי 

ע� בינרי נקרא ) פשרימכילות את מספר האיברי� המקסימלי הא(ע� בינרי שכל רמותיו מלאות 

   ).full binary tree(מלא 

  .              ב            .א

  

  

  

  .              ד            .ג

  

  

  

  

  

  

בכל רמה אחרת ; )השורש( קיי� איבר אחד 0ברמה ?  של ע� בינרי מלא�iכמה צמתי� יש ברמה ה

  .מספר האיברי� הוא פי שניי� ממספר האיברי� ברמה הקודמת

  1 = 20    :0רמה 

  2 = 21     :1רמה 

  4 = 22    :2רמה 

:  

  k:    2kרמה 

 החל מרמת השורש,  הוא סכו� מספר הצמתי� בכל רמהkבגובה מלא מספר הצמתי� הכולל בע� 

  :k ועד לרמה )0רמה (

2
0
 + 2

1
 + 2

2
 + .... + 2

k
 = 2

k+1
-1  

  .נסו להוכיח את השיוויו$ באמצעות אינדוקציה או על ידי חישוב של סכו� הנדסי? 
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מספר . k+1קל לראות כי מספר הצמתי� הוא ,  צומת אחד בכל רמה, רמותkשר יש בע� בעל כא

�2 לk+1 ינוע בי$ שני המקרי� הגבוליי� ויהיה בי$ kהצמתי� בכל העצי� האחרי� בגובה 
k+1

-1.  

,  k, בדיו$ הקוד� עסקנו בשאלה מהו מספר הצמתי� המינימלי והמקסימלי בע� שמספר רמותיו

 ?  צמתי�nמהו טווח הגבהי� של ע� בינרי שבו : � לשאול את השאלה ההפוכהנוכל ג. נתו$

שכ$ מה שמעניי$ אותנו ה$ הצורות האפשריות של , זו השאלה המעניינת מבי$ השתיי�, למעשה

  .  ערכי� שאנו רוצי� לאחס$ בוnבהינת$ , הע�

n = 2   :הרי שיתקיי� השוויו$ הזה, k בגובה מלאלפנינו ע� שא� נניח 
k+1

 - 1  

n + 1 = 2   : או
k+1  

log2(n+1) = log2(2           : על שני האגפי�logנפעיל 
k+1

)  

  k = log2(n+1) -1         :ונקבל לבסו*

 nאלא רק מספר ,  יכול להיות מספר הצמתי� בע� בינרי מלאnברור כי לא כל מספר , אול�

$ ככל האפשר המכיל מספר א� אנו רוצי� לבנות ע� מאוז. הוא חזקה של שתיי�n+1 :המקיי�  ש

,   הצמתי� nוכל זמ$ שעוד לא הכנסנו את כל , נתחיל מהשורש: נעשה זאת כ!,  של צמתי�nנתו$ 

n = 2א� לא מתקיי� השוויו$ . נמלא רמות אחת אחרי השנייה
k+1

אזי הרמה ,   מסוי�kעבור , 1 – 

 אינו log2(n+1),  זהבמקרה. ע� בינרי כמעט מלאזהו א� כ$ . האחרונה לא תהיה מלאה לגמרי

2אזי מתקיי� , kא� מספר הרמות בע� כזה הוא . מספר של�
k
 -1 < n < 2

k +1
  ומכא$ נובע כי  1 – 

k < log2(n+1) < k+1 .מכא$ שגובהו של ע� כזה א* הוא לוגריתמי במספר הצמתי�.  

  .n-1יהיה , המכיל בכל רמה צומת אחד,  צמתי�nלעומת זאת גובהו של ע� שבו 

  

 צמתי� נע בי$ סדר גודל לוגריתמי n גובהו של ע� שבו :� נוכל לנסח את המסקנה הבאהלסיכו

O(log n)$לסדר גודל לינארי ,  ככל האפשר בע� מאוזO(n)ובו צומת יחיד ,  בע� שאינו מאוז$ כלל

 במקרה הטוב O(log n) צמתי� נעה בי$  n  מכא$ שסיבוכיות החיפוש בע� בינרי המכיל .בכל רמה

פעולת חיפוש ער! בע� בינרי עוברת רק , מכיו$ שכפי שהסברנו לעיל,  במקרה הרע �O(n)ל, ביותר

פעולת . מספר הצמתי� בשביל זה הוא לכל היותר אחד יותר מגובה הע�. על שביל המתחיל בשורש

ולכ$ מספר הצמתי� שעליו היא עוברת א* הוא , ההכנסה של ער! לע� א* היא עוברת על שביל בע�

  .ולכ$ סיבוכיותה זהה לזו של פעולת החיפוש, י גובה הע�נקבע על יד

, n=1000א! א� . אי$ הבדל גדול בי$ סדרי גודל אלו, 10 או 5למשל ,  מספר קט$nכמוב$ שא� 

2: ההבדל משמעותי, למשל
10 

יש . 1000 הוא �nבעוד ש, 10) כמעט(א$ הוא כ  log( n)ולכ$  , 1024 =

ההבדל  יהיה .  צמתי�1000 צמתי� או על 10ריכה לעבור על כמוב$ הבדל גדול א� פעולת חיפוש צ

  .  ככל שמספר הצמתי� גדל, יותרמשמעותי 

ולקבל עצי חיפוש בינריי� , נית$ להכניס אותה קבוצת ערכי� בסדרי� שוני�, כפי שראינו קוד�

, כלומר ע� כמעט מלא, הוא כאשר הע� המתקבל מאוז$ ככל האפשר, המקרה הטוב ביותר. שוני�

המקרה הגרוע . אז סיבוכיות פעולת החיפוש או הכנסה של ער! היא לוגריתמית במספר הצמתי�

  .ואז סיבוכיות הפעולות היא ליניארית, ביותר הוא כאשר הע� אינו מאוז$ כלל
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סיבו! הפעולות בע� חיפוש בינרי הוא מאותו סדר ,  הגרועבמקרה: מסקנה זו מעלה שאלה חשובה

. כ! שאי$ במקרה זה ניצול של התכונה המיוחדת של ע� חיפוש בינרי, לגודל כמו בע� בינרי רגי

קיי� אלגורית� הכנסה לע� . התשובה לשאלה זו חיובית? הא� נית$ להימנע מהמקרה הגרוע

האלגורית� משנה את , א� כ$. חיפוש בינרי הבודק א� פעולת ההכנסה מקלקלת את האיזו$ בע�

וש באלגורית� זה מבטיח שהע� יישאר מאוז$ ג� אחרי שימ. מבנה הע� כדי להחזיר את האיזו$

אלגורית� זה אינו כלול ביחידת לימוד . וסיבו! פעולות החיפוש בו יישאר לוגריתמי, הכנסות רבות

, red black tree: המעונייני� מוזמני� לחפש באינטרנט את האלגורית� המדובר תחת המונח. (זו

  .)  ולהתרש� מהדגמות נאות של תהלי! האיזו$

  

  מחלקה וממשק לע� חיפוש בינרי. 5.יא

מימוש האלגורית� .  וחיפושהכנסה, בנייה: פעולותעד כה הגדרנו לגבי ע� חיפוש בינרי שלוש 

א! פעולת ההוצאה מע� , ולכ$ איננו מציגי� אותו בפרק, להוצאה של ער! מע� חיפוש בינרי מורכב

  .חיפוש בינרי ניתנת בהחלט לביצוע

היא קבלת אוס* כל הערכי� , אי לשקול את הגדרתה עבור ע� חיפוש בינריפעולה נוספת שכד

כיו$ שבע� יש . כ! יתאפשר לבצע על הע� פעולות מועילות רבות הקשורות לערכי� אלו, שבע�

די לעבור , לש� כ!. של ערכי� אלו, בסדר עולה, קל לממש פעולה זו כ! שתחזיר אוס* ממוי$, סדר

  .על הע� בסדר ת4כי

הדר! הנכונה לבניית ע� חיפוש בינרי כ! , כפי שהוסבר לעיל.  בבניית ע� חיפוש בינרידיו$נשוב ל

היא על ידי בניית ע� עלה והכנסת שאר הערכי� לע� בעזרת פעולת , שתכונת הסדר שלו תישמר

עלולה , כפי שעשינו בע� כללי, SetLeft, SetRightבניית ע� חיפוש תו! שימוש בפעולות . ההכנסה

לכ$ סביר ומתבקש להסתיר פעולות אלה כאשר מתייחסי� לע� חיפוש . תכונת ע� החיפושלחבל ב

   .בינרי

ולהשתמש רק , GetLeft, GetRight, GetInfo, SetInfoרצוי להסתיר את הפעולות , מסיבות דומות

אי הסתרת פעולות אלו תאפשר למשתמש לשנות ערכי� בע� . בפעולות החיפוש שהצגנו לעיל

  .וכ! להרוס את מבנהו, תיבאופ$ שרירו

כיו$ שיש לנו טיפוס נתוני� , לפי העקרונות הבסיסיי� של תכנות מונחה עצמי�, במילי� פשוטות

, ולכ$ יש לבנות עבורו מחלקה חדשה, הרי שזהו טיפוס נתוני� חדש, ע� פעולות שייחודיות לו

BinSearchTree .ההוצאה ואחזור כל  ,ההכנסה, החיפוש, ממשק המחלקה יורכב מפעולות הבנייה 

  .כפי שהוגדרו לעיל, הערכי� שבע�
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נית$ לחשוב על ייצוג ע� חיפוש בינרי באופ$ דומה מאד לייצוג ע� . ייצוג המחלקה נתו$ לבחירתנו

תכונה המכילה את המידע השמור בצומת ושתי :  ייוצג על ידי שלוש תכונותBinSearchTree  .כללי

המחלקה תיכתב מחדש תו! הגדרת . BinSearchTreeות לעצמי� נוספי� מטיפוס תכונות שה$ הפני

  .פעולות המתאימות לממשק ע� החיפוש בלבד

, BinSearchTreeבגישה זו תהיה למחלקה . נית$ לחשוב ג� על ייצוג שונה שייעזר בע� הכללי

את הע� הכללי  תעטו* BinSearchTreeהמחלקה . BinTreeתכונה פרטית שערכה יהיה ע� מטיפוס 

פעולות הפוגעות במבנה ע� (ותמנע את השימוש בפעולות שלו שאיננו רוצי� לחשו* למשתמש 

 להשתמש בכל פעולות המחלקה י�פעולות הממשק החדש יהיו חופשימימושי כמוב$ ש, )החיפוש

BinTree ,!למשל כדי להחזיר רשימה של כל(כגו$ סקירות , ג� בפעולות נוספות, וא� יש צור! בכ 

, ובפרט כל פעולות השינוי של מחלקה זו, BinTreeכיו$ שפעולות המחלקה ). הערכי� בע�

למעשה הוא אינו חייב כלל לדעת שנעשה שימוש  ( BinSearchTree במחלקה מוסתרות מהמשתמש

,  שו� דר! לעקו* את הממשק BinSearchTreeהרי שאי$ למשתמש במחלקה, )במחלקה זו במימוש

מגדירה ,  BinTreeבניגוד למחלקה, מכא$ שמחלקה זו.  של הטיפוס החדשאו לקלקל את מבנהו

   .טיפוס נתוני� מופשט

  .את כתיבת המחלקה אנו משאירי� לשלב התרגול

  

  שימושי� בע� חיפוש בינרי . 6.יא

הרי שנקבל סדרה ממוינת בסדר עולה של כל האיברי� , כיא� נסרוק ע� חיפוש בינרי בסדר ת4

כי לצור! מיו$ של אפשר לנצל את הסריקה של ע� חיפוש בינרי בסדר ת4, א� כ!. הנמצאי� בו

ולאחר מכ$ נסרוק את ע� החיפוש ,  תחילה נבנה ע� חיפוש מאיברי הרשימה המקורית:רשימה

הרשימה .  לסופה של רשימה חדשה, שבוער! יצור* הצומתכ! שבכל ביקור ב, כישנוצר בסדר ת4

BinSearchTree 

  ...ייצוג 

BinSearchTree (int  x)  

void Insert  (int x) 

void  Remove (int x) 

bool Exists (int x)  

int[] GetAllNumbers() 
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�מיו�מיו$ כזה נקרא . מקורית כשה� ממויני� בסדר עולההמתקבלת תכיל את איברי הרשימה ה

�   ).tree sort (ע

,  שבוהערכי�אוס* המחזירה את פעולה , מכיוו$ שכללנו בפעולות של ע� חיפוש בינרי, למעשה

, אחד, הרי שכל שעלינו לעשות זה להכניס את איברי הרשימה הנתונה לע�, ממוינת בסדר עולה

  .ה זו כדי לקבל את הרשימה הממוינתואחר כ! להשתמש בפעול, אחד

ואחריה$ ,  פעולות הכנסהnהרי שיש לנו ,  איברי�nא� ברשימה ? מהי היעילות של שיטת מיו$ זו

לגבי . O(n)פעולה שאת סיבוכיותה כבר חישבנו והיא ,  צמתי�nסריקה ת4כית של ע� המכיל 

, O(log n) כל הכנסה הוא אזי מחיר, א� מבנה הע� נשאר מאוז$ במש! כל ההכנסות, ההכנסות

א� איזו$ הע� . זו שיטת מיו$ יעילה,  במקרה זה. O(n log n)ולכ$ סיבו! כל ההכנסות הוא 

O(nסיבו! כל ההכנסות יחד הוא , O(n)אזי יתכ$ שסיבו! רוב ההכנסות הוא , התקלקל
2
 ואז זו (

הכנסה אי אפשר בגישה פשוטה ל, כפי שהערנו קוד�. א! יש יעילות ממנה, שיטת מיו$ סבירה

א! ידועות שיטות המבצעות הכנסה באופ$ יעיל וג� שומרות על , להבטיח שהע� יישאר מאוז$

  . האיזו$

ומצאו עבורו אלגוריתמי� , חוקרי מדעי המחשב המציאו את מושג ע� החיפוש הבינרי, היסטורית

 אות� באופ$ הכנסה והוצאה כדי לקבל מבנה שאפשר לשמור בו נתוני� ולאחזר, יעילי� לחיפוש

לצור! הדיו$ העקרוני במבנה הע� ומימוש  .אפילו כשהיא ממוינת, יעיל יותר מאשר ברשימה

י$ יאבל ביישומי� אי$ הרבה ענ. די לעסוק בע� שצמתיו מכילי� מספרי� שלמי�, הפעולות עליו

מת לטפל בע� שכל צוהרבה יותר מעניי$ ומועיל . אות� בוחפש ר כ! ללבנות  ע� של מספרי� ואח

למשל תעודות זהות שאליה$ מקושרי� נתוני אנשי� במרש� , ומידע נוס*בו מכיל מפתח 

קל לראות . ' לרשומות הסטודנטי� באוניברסיטה וכדאו מספרי סטודנט המקושרי�, התושבי�

כ! שישתמשו , שכל מימושי הפעולות של ע� חיפוש בינרי שעסקנו בה$ ניתני� להכללה בקלות

ה� ) כלומר המפתחות(כש� שהגדרנו עצי� שהערכי� בה� , כמו כ$.  צומתברכיב המפתח של תוכ$

ה� , בה�) מפתחות(אפשר להפעיל אות� אלגוריתמי� ג� על עצי� שהערכי� , מספרי� שלמי�

  .  מחרוזות או ערכי� מכל תחו� שיש בו סדר

יכולת לאתר יחד ע� ה, היכולת לשמור מפתחות וערכי� בע� שיכול לגדול ולקטו$ ללא הגבלת גודל

זה הרגע להיזכר . נראית בסיס טוב למגוו$ יישומי� מענייני�, ערכי� דר! מפתחותיה� בקלות

, חיפוש, יחד ע� פעולות הכנסה, שאת הצירו* הזה של שמירת מפתחות וערכי� הקשורי� אליה�

. אנו מכירי� מטיפוס הנתוני� מפה שהגדרנו בפרק הקוד�, הוצאה והחזרה של כל הנתוני�

מה שגילינו בפרק זה למעשה היא . כבר קיי�" חדשה"הממשק של המחלקה ה, י� פשוטותבמיל

  . באמצעות ע� חיפוש בינרי, דר! ייצוג  ומימוש חדשה למפה

הנתוני� מפה מכילות את הפעולות שאנו ביקשנו להגדיר לגבי ע� חיפוש בינרי הפעולות של טיפוס 

אוס* הכנסה והוצאה וכ$ קבלת , נמצא בע�בדיקה הא� מפתח , בניה: המכיל מפתחות וערכי�

שבע� שיש בו , החזרת ער! הקשור למפתח: יש במפה פעולה אחת נוספת.  של כל המפתחותממוי$

מימוש פעולה זו כאשר המפה ממומשת על ידי ע� בינרי דומה מאוד . רק מפתחות אי$ בה תועלת

בהגדרת המחלקה אחת הסיבות שלא עסקנו בהרחבה , ואמנ�. למימוש פעולת החיפוש



האוניברסיטה העברית בירושלי�, המרכז להוראת המדעי�,  צוות מדעי המחשב– 2006 טיוטה קי� � 9פרק   

54 
  סישרפ– ע� בינרי  – 9 פרק

30/1/2007 :עדכו� אחרו�  
אוניברסיטה העברית בירושלי�כל הזכויות שמורות למשרד החינו! ול ©  

BinSearchTreeתה שידענו שאי$ היא אלא גרסה מעט מנוונת שלי היMap  ורצינו להגיע להבנה זו 

  .Mapולהתמקד במימוש החדש של , כא$

  

הא� שיפרנו במשהו את יעילות הפעולות של המפה כאשר עברנו מייצוגה בעזרת רשימה של זוגות 

, כפי שראינו בדיוננו הקוד� במפה? ע� חיפוש בינרילייצוג בעזרת ע� בינרי של זוגות המאורג$ כ

סדר הגודל , א� הוא מאוז$,  בע� חיפוש בינרי.O(n)סיבו! פעולות חיפוש ברשימה הוא מסדר גודל 

 בעוד שבע� �O(1)נעשית ב, כאשר המיקו� אינו חשוב, הכנסה לרשימה, מצד שני.  O(log n)הוא 

)  טיפוסי למדי(א� נניח תרחיש .  O(log n)כנסה הוא ולכ$ סיבו! הה, חיפוש בינרי המיקו� חשוב

כאשר מדי פע� יש ג� , ואחר כ! רוב הפעולות ה$ חיפושי�, שבו בוני� בתחילה ע� בינרי מאוז$

  .     כי המחיר הממוצע של הפעולות ירד משמעותית, הרי שהרווחנו, לבצע הכנסה או הוצאה

  

   דיו� מסכ�–שטי� מבני נתוני� לעומת טיפוסי נתוני� מופ. 6.יא

טיפוס נתוני� "� ו" מבנה נתוני�" במונחי� שוב ולדו$מ$ הראוי ל, ע� סיו� הפרק האחרו$

את לחדד ו, כל אחד מה�של משמעות הלהבהיר את כדי די דוגמאות כעת יש בידינו ". מופשט

  .ההבדל ביניה�

שהיא עצ� , חוליהית מבני נתוני� ביחידה זו הוא השימוש ביאותנו בבנהמשמש הרעיו$ העיקרי 

.  לחוליות נוספות מאותו טיפוסותכונות נוספות המכילות הפניות, מידע ה המכילתכונה אחתע� 

   . שה� מבני נתוני�, אנו בוני� מבני� משורשרי� שוני�, חוליות כאלו זו לזו" חיבור "ל ידיע

 ה� עצמי� מטיפוס זה. Nodeהמחלקה המגדירה את טיפוס החוליה היא , "רשימה"בפרק 

. כפי שאמנ� עשינו, שרשור חוליות כאלו נית$ לבנות רשימותעל ידי . חוליות ע� הפניה יחידה

, כגו$ מעגל המורכב משרשרת חוליות, לבנות ג� מבני� אחרי� נית$ �Nodeמחוליות שנוצרות מ

 הגדרנו לרשימות של חוליות .  ה� מבני נתוני�כל אלו. ועוד, ות או כמה מעגלי�כמה רשימ

היא רק , מחלקה זו אינה מסתירה את מבנה שרשרת החוליות שבה.  Listעוטפת בש� המחלק

, כאוס* חוליות משורשרות ,כיו$ שהמבנה. מציעה מגוו$ פעולות מועילות על רשימה של חוליות

ג� ע� מחלקה זו אנו עדיי$ עוסקי� במבנה ,  והמשתמש במחלקה יכול לטפל בו ישירותחשו*

  .נתוני�

ע ושתי מיד(ולה שלוש תכונות , BinTreeה המגדירה את טיפוס החוליה היא המחלק, בפרק זה

  ). �BinTreeהפניות ל

שרשור חוליות ל ידי ע. תכונותהל כל אחת משלוש מספקת פעולות לקריאה ושינוי ש המחלקה

שימו . מתייחסי� לחוליות כאל צמתי� של ע�ואז אנו , כאלו זו לזו נית$ לבנות מבנה של ע� בינרי

כיו$ , אול� ! ולא ע�עצ� ממחלקה זו הוא חוליה ע� שתי הפניות,  כי למרות ש� המחלקה,לב

 הפניה ל ידירק עבינרי תוכנית יכול להפנות לע� במשתנה , שלא הגדרנו מעטפת מיוחדת לע� כזה

ימו לב כי נית$ לבנות בעזרת חוליות ש. BinTreeוזו הסיבה שקראנו לה , כזושלחוליה 
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שבה$ לכל חוליה יש הפניה אחת , ווניותיכ�למשל רשימות דו, � מבני� אחרי� ג BinTreeמטיפוס

 אינו משק* שו� BinTreeהש� , כלומר. לחוליה הקודמתאחרת והפניה , לחוליה העוקבת

  . אלא רק את השימוש שאנו עושי� בה בפרק זה, משמעות פנימית של המחלקה

כגו$ , � א� נכלול במחלקה פעולות על הע�ג. הבנוי מחוליות כאלוהוא מבנה ע� בינרי , לסיכו�

לכ$ כשאנו .  ומשתמש במחלקה יודע על המבנה ומשתמש בו ישירות, חשו*המבנה נשאר, סקירות

  . מבני נתוני�אנו עוסקי� ב, בוני� עצי� כאלו ומשתמשי� בה�

חיפוש , וכ$ פעולות הכנסה, בממשק מחלקה זו יש פעולה בונה. Mapנתבונ$ עתה במחלקה 

כל הפעולות מתייחסות . ופעולה לייצוא כל המפתחות באוס*, אה של מפתחות וערכי�והוצ

אי$ שו� חשיפה של . ואינ$ מזכירות כלל חוליות, באוס* בלבד) של המפתחות או הערכי�(לערכי� 

. חוליות מסוג זה או אחרעל ידי או אולי , מער!בעזרת הא� מדובר במימוש , המבנה הפנימי

ובפרק ,  שימוש ברשימה כתכונה פרטית לאחסו$ האוס*ל ידיית$ לממש מפה עראינו כי נ, ואמנ�

 ע� בינרי המקיי� תכונה ל ידיכלומר ע, ע� חיפוש בינריזה ראינו כי נית$ ג� לממש מפה בעזרת 

 רשימה ל ידי עלא, של מפה הוא מימוש שלישיהיעיל המימוש , סישרפבשפת , למעשה. מסוימת

מכא$ ברור שמפה היא טיפוס נתוני� .  מבנה הקרוי טבלת ערבולל ידי עאלא,  ע� חיפושל ידיולא ע

אינה חושפת א* פרט מהמימוש , לבד פעולות ממשק בל ידיהיא מגדירה טיפוס ע: מופשט

  .   זה מזה מאדומאפשרת למעשה מימושי� שוני�

  

דירה טיפוס היא מג,  כפי שכבר נאמר.BinSearchTree נבקש לציי$ דבר נוס* לגבי המחלקה, לבסו*

 הכלולות בממשק הפעולות. )מפתחות ללא ערכי� (=מקרה מנוו$ של מפהנתוני� מופשט שהוא 

אינ$ מחייבות כלל , הכנסה והוצאה של ערכי�, שה$ פעולות חיפוש, BinSearchTree מחלקההשל 

שימוש בתכונה ל ידי נית$ בהחלט לממש מחלקה זו ע! שימוש בע� בינרייהיה על ידי מימושה ש

   .נימית שהיא רשימה ממוינת המחזיקה את אוס* הערכי�פ

שתכונתו האופיינית תומכת במספר , ע� חיפוש בינרי הוא שמו של מבנה נתוני� מסוי�, א� כ$

אנו עולי� , ברגע שאנו מתרכזי� רק בפעולות אלו ומתעלמי� מהמבנה. פעולות מועילות עליו

  . ומקבלי� טיפוס נתוני� מופשט, ברמת ההפשטה

כיוו$ שהיא ממומשת על ידי מבנה הנתוני� ע� ,  למחלקה  BinSearchTreeשר להצדיק את הש�אפ

שימו לב שאי$ שו� איסור על משתמש במחלקה המגדירה טיפוס נתוני� מופשט . חיפוש בינרי

. ובלבד שלא תהיה לו כל דר! לעקו* את הממשק ולפעול ישירות על המימוש, לדעת כיצד מומשה

אני מוכר ל! מחלקה המאפשרת לבנות מאגרי נתוני� : ה בהחלט לומר ללקוחיכול יצר$ תוכנ

כיוו$ שהיא ממומשת על ידי  ע� , וכל זאת ביעילות, ולשנות את תכולת�, לחפש בה�, דינמיי�

יוכל לשנות בעתיד את , א� המוכר מקפיד שהמחלקה תגדיר טיפוס נתוני� מופשט. חיפוש בינרי

   .  וע בתוכנות שהלקוח פיתח על בסיס המחלקה שלובלי לפג, המימוש ליעיל יותר
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  סיכו�. אי

ומספר כלשהו , שלו" הורה"אחד המכונה צומת יש , פרט לשורש, צומתע� הוא מבנה שבו לכל  •

  . שלו"ילדי�"י� המכוני� צמתשל 

  :כאשר, לכל היותר שני תתי עצי�ע�  שורש  הואע� בינרי •

  כל תת ע� הוא ע� בינרי •

  .כלומר אי$ לה� צמתי� משותפי�, י� אלו זרי� זה לזהעצי� בינריתת שני  •

 . ע� עלההע� הבינרי הקט$ ביותר נקרא ••••

 : של מספרי� שלמי�ע� בינרי המגדירה BinTreeהמחלקה ממשק  ••••

 infoהפעולה בונה ע� עלה שבשורשו הער! 
BinTree (int info) 

�התת, infoהפעולה בונה ע� שבשורשו הער! 
. rightע� הימני � והתתleftע� השמאלי שלו 

כל אחד משני הפרמטרי� האחרוני� יכול 
ע� המתאי� אינו �ואז התת, nullלהיות 
  .מגדירי� ע� עלה nullשני פרמטרי� .  קיי�
   זרי� זה לזה�right וleft :הנחה

BinTree (int info, BinTree left, 

                                     BinTree right)  

  

  רה את ער! השורשהפעולה מחזי
int GetInfo() 

  infoהפעולה משנה את ער! השורש להיות 
void SetInfo (int info) 

א� . תת ע� השמאליהמחזירה את הפעולה 
 nullהפעולה תחזיר , אי$ תת ע� שמאלי

BinTree GetLeft()   

א� אי$ . תת ע� הימניהמחזירה את הפעולה 
 nullהפעולה תחזיר , תת ע� ימני

BinTree GetRight() 

בע� ע� השמאלי �התתחליפה את מהפעולה 
tree .  

שני ( המבנה התקי$ של הע� לא יפגע :הנחה
  )עצי� יישארו זרי� זה לזה�התת

void SetLeft (BinTree tree)  

בע�  ימניע� ה�התתהפעולה מחליפה את 
tree .  

שני ( המבנה התקי$ של הע� לא יפגע :הנחה
 )זהעצי� יישארו זרי� זה ל�התת

void SetRight (BinTree tree) 

 

 .צעות אלגוריתמי� רקורסיביי�בינרי מאפשר טיפול נוח באמהמבנהו של הע�  •

אלגוריתמי� הסורקי� את : קיימי� שני סוגי� עיקריי� של אלגוריתמי� לסריקה של ע� בינרי •

ינארית יעילות� של אלגוריתמי� אלו ל. הע� באופ$ רקורסיבי ואלגורית� לסריקה לפי רמות

 . במספר הצמתי�

 .ע� בינרי הוא מבנה נתוני� א! אינו טיפוס נתוני� מופשט •



האוניברסיטה העברית בירושלי�, המרכז להוראת המדעי�,  צוות מדעי המחשב– 2006 טיוטה קי� � 9פרק   

57 
  סישרפ– ע� בינרי  – 9 פרק

30/1/2007 :עדכו� אחרו�  
אוניברסיטה העברית בירושלי�כל הזכויות שמורות למשרד החינו! ול ©  

 .�O(log n) לO(n) צמתי� נע בי$ nמספר הרמות בע� בינרי שבו  •

ע� שמאלי של צומת כלשהו קטני� �בתתערכי� המאוחסני� ע� חיפוש בינרי הוא ע� שבו כל ה •

  .הער! בצומת של צומת גדולי� מע� ימני�בתתהערכי� המאוחסני� וכל , צומתהער! במ

, הממומשת על ידי ע� חיפוש בינרי, חיפוש והוצאה, הכנסה, מחלקה המציעה פעולות בנייה •

 היא אינה חייבת להיות BinSearchTreeג� א� קוראי� לה . מגדירה טיפוס נתוני� מופשט

 ).למרות שמ9(מיוצגת בעזרת ע� בינרי 

 .כאשר מממשי� אותה על ידי ע� חיפוש בינרי ,Map את פעילות המחלקה נית$ לייעל •

  

  מושגי� ומילות מפתח 

 sibling  אח

  tree height  גובה ע�

 parent  הורה

 ancestor  קדמו$�הורה

  child (left, right)  )ימני, שמאלי(ילד 

  postorder traversal  סריקה בסדר סופי

  inorder traversal  כיסריקה בסדר ת4

  preorder traversal  סריקה בסדר תחילי

  level traversal  סריקה לפי רמות

  leaf  עלה

  tree  ע�

 binary tree  ע� בינרי

 binary search tree  ע� חיפוש בינרי

  full binary tree  ע� בינרי מלא

  descendant  צאצא

  level  רמה

  root  שורש

  sub-tree (left, right)  )ימני, שמאלי(ע� �תת
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        תרגילי�תרגילי�תרגילי�תרגילי�

  :מושגי� המגדירי� ע� בינרי. א

  :נתו$ הע� הבא .1

  

  

  

  

  

  :השל�. א

i.  מספר הצמתי� בע� הוא____  

ii.  מספר העלי� בע� הוא____ 

iii. ע� השמאלי של �השורש של התתE  הוא ________ 

iv. W של____  הוא  C 

v. C של ____ הואB 

vi. ע� הוא הגובה של ה____ 

vii.   הצאצאי� שלE  ה� _________ 

  

  :איזה משפט מבי$ המשפטי� הבאי� הוא משפט נכו$. ב

i. B  הוא צאצא של E ,Cו �W  

ii. D ,S ,Kו �Mה� אחי�  

iii. K 3 הוא ברמה 

iv. א� הצמתי� נמצאי� באותה רמה אזי ה� אחי� 

  

S    M  K  

E   W   

C 

 B    

 D 
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  :סריקות לעומק. ב

ינרי בעזרת סריקה בסדר ממשו את האלגורית� הבא המדפיס את הערכי� השמורי� בע� ב .2

   .של צמתי הע�ת4כי 

  אלגורית� 

  }tree {ת'כי�בסדר�הדפס

  } של שלמי�treeהאלגורית� מקבל ע� : טענת כניסה{ 

  } האלגורית� מדפיס את  כל הערכי� שבע� על פי סדר תוכי : טענת יציאה{ 

  )treeשל תת ע� שמאלי ( כית'�בסדר�הדפס הפעל את, treeא� קיי� תת ע� שמאלי של  

  הדפס את שורש הע�

  ) tree תת ע� ימני של( כית'� בסדר� הדפס הפעל את, treeא� קיי� תת ע� ימני של 

  

  :לפניכ� שני עצי� בינריי� .3

  .ב   .א            

  

 

  

  

  

עצי� אלו  לעומק של רשמו את רשימת הצמתי� שתתקבל לפי כל אחת משיטות הסריקה

   ).סדר תחילי וסדר סופי, כיסדר ת4(

  .פעולה חיצונית המדפיסה את כל המספרי� הזוגיי� המופיעי� בע�כתבו  .4

 . פעולה חיצונית המקבלת ע� ומחזירה את מספר הצמתי� שבוכתבו .5

 

A  

G  

C  

E  D  

F  

B  

H  

E  

P  

W  U  

.  A  -  

O  N  

S  

R  

M  
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 :תרגילי מעקב. ג

  ?BinTree הבאה המוגדרת בתו! המחלקה ()Secretת הפעולה  מה מבצעהגדירו  .6

public bool Secret() 

{ 

    if (this.right == null && this.left == null) 

                             return true; 

    if (this.right == null || this.left == null) 

                             return false; 

    return (this.right.Secret() && this.left.Secret()); 

}  

    ? BinTreeה מה מבצעת הפעולה הבאה המוגדרת בתו! המחלק .7

public int What () 

{ 

       if (this.GetLeft() == null  &&  this.GetRight() == null) 

          return 1; 

       int nl = 0;  

       int nr = 0;  

       if (this.GetLeft() != null)            

           nl = this.GetLeft().What();                           

       if (this.GetRight() != null)            

           nr = this.GetRight().What(); 

       return (nl + nr);   

 }  

  : BinTreeקראו את קטע הקוד הבא המגדיר פעולה פנימית במחלקה  .8

    public bool Mystery (int x) 

    { 

         if (this.GetInfo() !=  x)  

                   return false; 

         if (this.GetLeft() == null  &&  this.GetRight() == null) 

                   return true; 

         if (this.GetLeft() == null) 

                   return this.GetRight().Mystery (x); 
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         if (this.GetRight() == null) 

                   return this.GetLeft().Mystery (x); 

         return (this.GetLeft().Mystery (x) || this.GetRight ().Mystery (x)); 

    }    

  :על העצי� הבאי�כשתפעל  Mystery (3) : איזה ער! תחזיר הפעולה. א

     1 .  2 .  

  

  

  

  

  

  

  ? הפעולהתמה  מטר. ב

  בניית עצי�. ד

  :ממשו את הפעולה הבאה. 9

public static BinTree BuildIdentTree(BinTree tree) 

  . המתקבל כפרמטרtreeלע� ) במבנה ובתוכ$(ע� בינרי זהה הפעולה בונה ומחזירה  

  

  : פעולות נוספות. ה

 ילדי��הפרשנגדיר .  נוס*ילדאי$ הורה שלו הוא צומת שלשל שלמי� יחיד בע� בינרי ילד  .10

 היחידי� הילדי�כל לבי$ סכו�  היחידי� הימניי� בע� ילדי�כל הכהפרש בי$ סכו�  ,בע�

  ).נפחית את סכו� השמאליי� מסכו� הימניי�(השמאליי� בע� 

i(  הפרשמהו� : באבע� הבינרי ה ילדי�
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3  
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3  
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5  3  

3  
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3  
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5  

3  
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7  
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ii(  הפרש תמחשבהמקבלת ע� בינרי של שלמי� ופעולה ממשו�  .ילדי�

 

,  לא זכור לכ�גובהא� המושג (. רה את גובהו של הע� הנוכחיכתבו פעולה פנימית המחזי .11

 ").סריקה לפי רמות"חזרו לסעי* 

 .  אחרת' שקר'�א� הע� מלא ו' אמת'כתבו פעולה המקבלת ע� בינרי ומחזירה  .12

 

 :הפעולה הבאהממשו את  .13

public static BinTree GetParent (BinTree tree, BinTree child) 

  .treeשהוא אחד מצמתיו של הע� , childורה של הפעולה מחזירה את הה

  . אינו שורש הע�child: הנחה

  

  :על פי הגדרהעצי� . ו

  .הוא צומת שערכו גדול מסכו� ערכי כל צאצאיוצומת סכו�  .14

ומחזירה את סכו� ,  של שלמי� המקבלת ע� בינרי)T(צמתי� � סכו�פעולה את ה כתבו  .א

 .כל צמתיו

' שקר'�ו א� הוא צומת סכו�' אמת'ומחזירה רי ע� בינצומת ב פעולה המקבלת כתבו  .ב

  .'נית$ להיעזר בפעולה שמימשת� בסעי* א. אחרת

 .צומת סכו�בו הוא מת ו הוא ע� שכל צע� סכו�  .ג

i. הא� הע� הבא הוא ע� סכו�?  

  

  

  

  

 

ii.  אחרת' שקר'�א� הוא ע� סכו� ו' אמת' פעולה המקבלת ע� ומחזירה כתבו. 

 

. זהה, כלומר סדר הצמתי� בתו! הע�, י שלה� ה� עצי� שהמבנה הפנימעצי� דומי� .15

 . א* שה� מכילי� איברי� שוני�, ב ה� עצי� דומי� �העצי� א ו, לדוגמה

15  

1  

12  

87

7 

5  2  
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  .ב              .א  

  

  

 

i. הא� העצי� הבאי� ה� עצי� דומי�? 

  

  

 

   

  

ii.  עצי�כתבו אלגורית� � ה� עצי� �t2 וt1א� העצי� ' אמת'המחזיר , )t1, t2 (?דומי�

  . אחרת' שקר'� ו, דומי�

iii. משו את האלגורית� שכתבת� בסעי* אמ. 

  

 :ע� ביטוי. ז

16.  

  :באי�ציירו את העצי� הבינריי� המתאימי� לביטויי� החשבוניי� ה .א

 i.  ( ( 2 - ( 6 / 2 ) ) * ( 4 * 3 ) )  

 ii.  ( 3 + ( 6 * ( ( 2 / 4 ) - 5 ) ) )  

  : הבאי�מהו ערכו של הביטוי המיוצג על ידי כל אחד מהעצי� .ב

1.  2.  

  

  

  

  

/  
2  *  

+  
2  

7  
4  
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*  

3  

4  
7  

A  
C  P  

G  
R  

W  
D  

C  
R  A  

H  
T  

E  
T  

9  

4  

5 

6  

15  

87

7 

5  



האוניברסיטה העברית בירושלי�, המרכז להוראת המדעי�,  צוות מדעי המחשב– 2006 טיוטה קי� � 9פרק   

64 
  סישרפ– ע� בינרי  – 9 פרק

30/1/2007 :עדכו� אחרו�  
אוניברסיטה העברית בירושלי�כל הזכויות שמורות למשרד החינו! ול ©  

 . � אלגורית� המחשב את ערכו של ביטוי חשבוני המיוצג כע� בינרילפניכ .17

i. הא� עליה לקבל פרמטרי� ואלו, ראשית קבעו היכ$ תוגדר הפעולה ולפי זה ? 

ii. ממשו את האלגורית�. 

  .שימו לב שלא נית$ לפתור בעיה זו תו! שימוש בע� של שלמי�: הערה

   )  ??? (ביטוי�ער#�חשב

  }  ע� ביטוי         ל הביטוי החשבוני המיוצג על ידיהאלגורית� מחשב את ערכו ש{ 

           }  יאוחס$ אופרטור�opוב,  יאוחסנו ערכי� מספריי�leftVal �  וב�rightValב{

   }                                                                   מכיל ביטוי חשבוני תקי$הע�: הנחות{

  

  החזר את ערכו  ,      א� הע� הוא עלה

  ,                   אחרת

  .leftVal �את התוצאה ב ושמור) תת ע� שמאלי (ביטוי�ער#�חשב

  .rightVal �את התוצאה בושמור)     תת ע� ימני  (ביטוי�ער#�חשב  

    את הער! של השורש�opשמור ב   

  }. על שני הערכי�opצאת הפעולה תו{  ).  leftVal  op  rightVal:  (החזר את                           

 

נניח כדי לפשט את הטיפול בביטוי . נגדיר פעולה הבונה ע� ביטוי חשבוני מביטוי חשבוני .18

טויי� שליליי� משלמי� בלבד ואינו מכיל בימורכב , שהוא ממוסגר לחלוטי$ באופ$ תקי$

  . x–   מהצורה

i. היכ$ תוגדר הפעולה? 

ii. כתבו את הפעולה.  

  .ית$ לפתור בעיה זו תו! שימוש בע� של שלמי�שימו לב שלא נ: הערה

  

  ע� חיפוש בינרי. ח

 ):משמאל לימי$ (i  � iiiבנו עצי חיפוש בינריי� על פי הרשימות . א .19

i. 5, 15, 7, 10, 14, 12, 11 

ii. F ,C ,A ,E ,J ,D ,G 

iii. 13, 10, 4, 50, 59, 10, 2, 3, 59, 35, 55, 35 

  .iii חיפוש זהה לזה שנוצר בסעי* מצאו רשימה נוספת שתיצור ע�.               ב
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האפשרויות (בשלב ראשו$ החליטו על הייצוג למחלקה . BinSearchTreeכתבו את המחלקה  .20

 ). 5.מפורטות בפרק בסעי* יא

ממויני� ללא , ממשו פעולה המקבלת אוס* של מספרי� שלמי� ומחזירה את אוס* המספרי� .21

 . כפילויות

  . יש להשתמש בע� חיפוש בינרי : רמז

 . 21ברצוננו להרחיב את הפעולה שבשאלה  .22

כ! שהאוס* המוחזר יכיל את כל , ממשו פעולה המקבלת אוס* של מספרי� שלמי�

כמה פעמי� הופיע כל ער! באוס* , תו! ציו$ מדויק, ללא כפילויות, המספרי� ממויני�

 .המקורי

והער! , ספר של�יהיה מ) הער! הראשו$ בזוג(=המפתח . הערכי� שיוחזרו יהיו זוגות: הנחיה

  . יהיה מספר הפעמי� בה� הופיע המספר באוס* המקורי) הער! השני בו(=של הזוג 

  

  : ע� על פי סריקותיושיחזור. ט

 .ייתכנו כמה עצי� המתאימי� לה, כאשר נתונה סריקה כלשהי .23

  5 ,9 ,7 ,3: נתונה סריקה תחילית

  .מתאימי� לסריקה זוה שני עצי� שוני� ומצא

 :ייתכנו כמה עצי� המתאימי� לשתי הסריקות, תחילית וסופית: י סריקותכאשר נתונות שת .24

  5 ,9 ,7 ,3: נתונה סריקה  תחילית

     3 ,7 ,5 ,9: נתונה סריקה סופית

  . המתאימי� לשתי הסריקות האלו יחדשוני� שני עצי� ומצא

  

שתי  המתאי� לרק ע� אחדקיי� , כית סריקה ת$4 היאאחת מהו, כאשר נתונות שתי סריקות .25

על מנת להבי$ אי! נית$ . ) שהמספרי� בכל סריקה שוני� לחלוטי$ זה מזהבתנאי (הסריקות

 . לשחזר אותו צרי! להבי$ איזה מידע נית$ להפיק משתי הסריקות

i. שורש הע� הוא ,בכל סריקה תחילית נתונה ______________________ . 

ii.  בכל סריקה סופית שורש הע� הוא____________________________ . 

iii. 4מה ,  כי שורש הע� הוא מספר העומד במקו� מסוי�א� ידוע. כיתבהינת$ סריקה ת

ולגבי כל המספרי� המופיעי� , נית$ להגיד לגבי כל המספרי� שלפני המקו� הזה

 . __________________________________?אחרי מקו� זה בסריקה
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 :נתונות שתי סריקות

  6 ,4 ,8 ,3 ,7 ,5 ,1: סריקה תחילית

 6 ,4 ,1 ,3 ,8 ,5 ,7    :כיתסריקה ת4

  . ג� יחדמתאי� לשתי הסריקות האלויחיד ה את הע� ה       ציירו

  

 :ממשו את הפעולה הבאה .26

public static BinTree Find (int[] preorder, int[] inorder) 

הפעולה מקבלת שני מערכי� של מספרי� שלמי� שהתקבלו כתוצאה מסריקת ע� בינרי 

 הניחו שהמספרי� בכל מער! .ומחזירה את הע� המקורי, קה תחילית ובסריקה ת4כיתבסרי

    .שוני� זה מזה

  

  


