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            קורסיהקורסיהקורסיהקורסיהררֶרֶרֶֶ

   

כלי� בסיסיי� המקלי� עלינו להגיע כמה עומדי� לרשותנו , כאשר אנו ניגשי� לפתור בעיה

 .בעיות� חלוקת הבעיה לתתכלומר, "ל#"מְד !רֵפְהַ "שיטתאחד הכלי� לפתרו� בעיה הוא . לפתרו�

על ידי , וריתביא אותנו בסופו של דבר לפתרו� הבעיה המקמכ$ פתרו� כל אחת מהבעיות בנפרד 

. משמשת אותנו ג� בחיי היומיו�" הפרד ומשול"גישת . בעיות� הפתרונות של התתת כלהרכב

, "יציאה לטיול"אנו מפרקי� את המשימה הגדולה , כאשר אנו מתכנני� לצאת לטיול, לדוגמה

כמויות האוכל והשתייה הנחוצי� , סוג הבגדי� שיש לקחת, קביעת התארי$ והיעד: משימות�לתת

  על הגב תרמיל,דלתפתח הע� פתרו� כל המשימות הללו יש לקוות שנמצא את עצמנו ב. דומהוכ

  ... בידומקל

אלא , בעיות שה� למעשה זהות לבעיה המקורית�לפעמי� אנו נתקלי� בבעיות שנית� לפרק� לתת

בעיה נית� �תת.  יאפשר לנו לפתור את הבעיה המקוריתהבעיות אל�פתרו� תת". קטנות יותר"שה� 

של פירוק , שיטהנית� לפתור אותה באותה , א� לא. א� היא מספיק פשוטה, לפתור באופ� ישיר

כשעלינו לאסו) את ארבעת האחי� : יו�מיוהלהל� דוגמה מחיי . לבעיות פשוטות יותר מאותו סוג

  מהג�'הקט�האח איסו) 'נית� לחשוב על הפתרו� של , הקטני� מהג� ומבית הספר בצהריי�

איסו) . הקט� הוא פעולה אחתהאח איסו) .  מבית הספר היסודי'ת האחרי�איסו) שלוש'ו

' האחרי� הגדולי�איסו) שני ', 'יהיהקט� בשלישהאח איסו) ':  פעולותכמהלהשלישייה מתפרט 

פתרו�  נקרא בעיות זהות קטנות יותרכמה ה ל באמצעות פירוקבעיההפתרו� . וכ$ הלאה

  . רקורסיביתשיטהעיות בבפרק זה נלמד כיצד לפתור ב. רקורסיבי

  ...מהחיי�) מתוקה(בעיה נוספת נבח� , לפני שנתעמק ברקורסיות מעול� התכנות

  

  חפיסת השוקולד    

מכיוו� .  קוביות32 שוקולד שבה טבלת תלמידיה ולכבד� ב32מחנכת הכיתה החליטה להפתיע את 

לקה כ$ שכל אחד ולח, הטבלהיא מורה ל$ לקחת את ה, שיצא ל$ ש� של תלמיד אחראי ביותר

א� תחלק את : זהו יו� קי. ח� ויש סיבה לדאגה.  אחתת שוקולדמהתלמידי� ייהנה מקוביי

כ� ש, י מזל מעטי� ייהנו מהשוקולדנשהחפיסה נמסה ורק בעד מהרה תגלה , הקוביות אחת אחת

  ?כיצד תפתור את הבעיה. רובו יישאר על אצבעותי$

  : ציע את הרעיו� הבאאתה מ, לאחר כמה שניות של מחשבה מאומצת

כל תלמיד שבידו . לתלמיד אחרחלק ואת� כל ,  חלקי� שווי�לשניטבלת השוקולד אחלק את 

ית� כל וי,  יחלק את החפיסה שקיבל לשתיי�כלומר, שיטההימשי$ באותה , מחצית הטבלה

במקרה . $ התהלי$ עד שבידי כל תלמיד תהיה קובייה אחת בלבדימשיכ$ . מחצית לתלמיד אחר

 .שבידוהבודדה  יאכל התלמיד את הקובייה – זה

החבילה מתחלקת , ומה שיותר חשוב, קל לראות כי בדר$ זו כל תלמיד מקבל קובייה אחת

 שוקולד נמס במקו�,  שלבי� בלבד5 בתו$  כל ילד בכיתה מקבל קוביית שוקולד מוצקה.במהירות

  .שלבי� 31 בתו$
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  ?רסיהרקו) בדיוק(אז מהי . א

, )כלומר של פתרו� לבעיה( אלגורית�  שלהגדרה של מושג אורקורסיה היא , באופ� כללי

אנו מעונייני� בעיקר בהגדרה בבואנו לתכנת . עצמו, המשתמשת במושג או באלגורית� המוגדר

מפעיל את עצמו פע� אחת או שאלגורית� רקורסיבי הוא אלגורית� . רקורסיבית של אלגוריתמי�

כדי . אינה פשוטה דיה לפתרו� ישירא� הבעיה , לפתורשברצוננו של בעיה  פעי� אחרי�יותר על מו

שמופעי הבעיה הנפתרי� והכרחי חשוב , תוביל לפתרו�) פתרו�(שהגדרה רקורסיבית של אלגורית� 

תנאי זה מבטיח . או פשוטי� יותר מהמופע המקורי" קטני� יותר"בהפעלות הרקורסיביות יהיו 

  .ישירבאופ�  בסופו של דבר לבעיות פשוטות שנית� לפתור י� מגיע הפירוקכישתהלי

פתרנו את הבעיה באמצעות חלוקתה לשתי : פתרו� רקורסיביהצענו בעיה של חפיסת השוקולד ל

 נפתרו על ידי הג� בעיות אל. מחצית הבעיה המקורית הואאחת מה� כל גודל ש, בעיות דומות

עד ,  וכ$ הלאה,)רבע הבעיה המקוריתגודל� הוא שדהיינו  (שגודל� קט� בחציחלוקה לבעיות דומות 

השוקולד  יתבעיב. בעיות קטנות יותרולפרק לסיבה להמשי$ עוד שאי� , "בסיסי"שהגענו למקרה 

בשלב זה  .אי� צור$ להמשי$ ולחלק, בלבדקובייה אחת ת ביד  כאשר נשאר: ברורהמקרה הבסיסי

  .   את השוקולדאוכלי�

נית� :  יש מאפייני� דומי� בה�הפתרונות הרקורסיביי� שניתקללמרבית שבהמש$ נראה 

והוא נית� , נהלהב" קל "מקרה הבסיסיה. מקרה מורכבו ימקרה בסיס באמצעות להגדיר�

בעלי אפיו� זהה לאפיו�  ,נית� להגדיר במונחי� פשוטי� יותר מורכבהמקרה את ה .לפתרו� ישיר

שה� ,  ממנהתנת לחלוקה למקרי� פשוטי� יותרניהבעיה המקורית , כלומר. של הבעיה המקורית

 חלק למקרי� פשוטי�ל את המקרי� המורכבי� האלה אפשר. עדיי� אינ� בסיסיי� אלא מורכבי�

חשיבות הפירוק . ידועפשוט ו שפתרונו ימקרה הבסיסה עד שמגיעי� להגדרה של עוד יותר

לות הרקורסיביות דבר זה מבטיח ששרשרת ההפע: למקרי� פשוטי� יותר של הבעיה ברורה

ולכ� האלגורית� הרקורסיבי יוצר תהלי$ רקורסיבי , הנפתרי� ישירותבסיסיי� תסתיי� במקרי� 

ולכ� המקרה הבסיסי , ילמקרה הבסיס מגיעה ה הרקורסיכאשרשרשרת ההפעלות נפסקת . סופי

  .תנאי עצירהג� נקרא 

  

  פתרו� רקורסיבי של בעיה פשוטה . ב

   הדפסת מספר במהופ�. 1.ב

 להשתמש מבלי, )מהסו) להתחלה( במהופ$ ,חיובי של� ורצוננו להדפיס את ספרותיו של מספרב

  .יר אלגורית� רקורסיביגדנלש� פתרו� הבעיה  .במער$ או בצורת אחסו� אחרת

. אזי הוא מיוצג על ידי ספרה אחת, �9 ל1 הוא בי� א� המספר: הבסיסיהמקרה נזהה את תחילה 

  . ל ידי הדפסת המספרבמקרה זה נפתור את הבעיה ע
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תהלי$ . מורכבולפנינו מקרה ,  לפחותשתי ספרותהוא מיוצג על ידי אזי  ,�9המספר גדול מא� 

 ,)זו הספרה הימנית ביותר בייצוגו(נדפיס את ספרת האחדות שלו תחילה : ראה כ$יהפתרו� י

ת ספרה  הספרות של המספר הנתו� בהשמטל ידיאת המספר המיוצג ע נדפיס בסדר הפו$אחריה 

 184דפיס את הספרות של  ואז נ9נדפיס את , בסדר הפו$ 1849להדפסת הספרות של , למשל. זו

 שימו לב שהפרמטר.  הפעלה רקורסיבית של אותו תהלי$ל ידיעשה כמוב� ע נהדבר ז .בסדר הפו$

ידי על  ממנוכיו� שהוא התקבל , מהפרמטר המקורי קט�  בהפעלה הרקורסיביתהנשלח לפעולה

  .חדותאהספרת השמטת 

חדות אאת ספרת ה. �9 והוא גדול מ, n נניח שהמספר הנתו� הוא ?כיצד נבצע את הפירוק שתיארנו

שארית זו . �10 בnמחזירה את השארית של חלוקת ה, n%10  הפעולהביצועל ידי שלו נית� לקבל ע

 ותהאחד תספרלאחר שהושמטה  �n המספר המתקבל מל א.בלבדספרה אחת ב� מספר כמוב�  היא

   . והכנסת התוצאה למשתנה מטיפוס של� n/10לההפעו ביצוע ל ידיענוכל להגיע 

  :)�n ,n>0הנתו� בהטבעי אנו מסמני� את המספר  (ת מאפייני הרקורסיה בבעיה הנתונהנסכ� א

  .הפתרו� הוא הדפסת המספר .n<10): תנאי עצירה=( יבסיסמקרה 

חדות את הספר בודד אתיהפתרו� . ספרה אחתיותר מ ב�הוא  nשל ייצוג ה, n>9א� : מקרה מורכב

ל המיוצג עהנותר  המספר הפעולה באופ� רקורסיבי עלאת  יזמ� אחר כ$ו, ישירותדפיס אותה יו

  .חדות שלואלאחר שקופדה ספרת ה,  יתר הספרותידי

  :ננסח את האלגורית�

  )n(במהופ�  הדפס

   nהדפס את , n<10א� 

  )�10 בn השארית של חלוקת(n%10 הדפס את : אחרת

  ) n/10 (במהופ� הדפס � אתזמֵ   

  

  : המממשת את האלגורית�פעולהלהל� 

public static void Reverse(int n) 

{ 

 if (n<10) 

  Console.WriteLine(n); 

 else 

{ 

  Console.Write(n%10); 

  Reverse (n/10); 

}  

} 
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  :357  המספרהוא הפרמטר .והטבלה איורה בעזרת י ביצוע האלגורית�נעקוב אחר

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
מספר 
  ההפעלה
  

  הפרמטר
בדיקת תנאי 

  העצירה
  הפעולה המתבצעת

זימו� הער� ל
  רקורסיביה

   �35 ) 357/10(  7 �) 357%10(הדפס   n = 357  ! (n < 10) 1הפעלה 

  3 �   )35/10(    5 �)   35%10(הדפס   n = 35 ! (n < 10)  2הפעלה 

  סו) הרקורסיה  3                      הדפס n = 3 n < 10 3הפעלה 

    

תאי� למקרה לא הפרמטר ה , בפע� הראשונהאת הפעולה הרקורסיביתזימנו שימו לב כי כאשר 

הפרמטר עבור  בסופו של דבר תזומ� הפעולה הרקורסיבית ,אול� ,)תנאי העצירה(הבסיסי 

כנסות לקראת תנאי ההתא� או , מקרה בסיסינגדיר א� לא . שמתאי� למקרה זה והתהלי$ ייעצר

בגלל ריבוי הקריאות בריצת . ייווצרו זימוני� חדשי� בזה אחר זה, העצירה לא תיכתב כראוי

שגיאה ותפסיק תשלח הודעת , אחרי פרק זמ� מסוי� את הבעיה סישרפתזהה מערכת , הפעולה

  . הפעולהאת ביצוע 

  

  .קרהמה יוראו ללא תנאי העצירה  (…)Reverse הפעולה את נסו לכתוב  ? 

  

ע� מספר  הסתיימה כאשר זימנו את הפעולה הרקורסיבית המשימה של הדפסת המספר במהופ$

  . )ימקרה הבסיסה( ספרתי� חד

  ... n<10אם 

 )357%10( הדפס: אחרת

 )357(הדפס במהופך 

 )35(הדפס במהופך : זמֵן

7 

 )3(הדפס במהופך : זמֵן

 )35(הדפס במהופך 

  n<10אם 

 )n(הדפס 

 )3(הדפס במהופך 
 

 פ  ל  ט 5 3 

  ... n<10אם 

 )35%10( הדפס: חרתא
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פעולה את הכתוב  נית� ל.פעולה סטטית הפועלת על מספר של�כ Reverseהפעולה סביר לממש את 

 ולזמ� אותה בו מופיעה הפעולה הראשיתשבקוב. במחלקת שירות או סטטית ה רקורסיביתה

  :דוגמהכמו ב, ) פעולה אחרתאו מכל(הפעולה הראשית תו$ מ

public class TestReverse 

{ 

public static void Main(string[] args) 

{ 

Reverse(4521); 

} 

public static void Reverse(int n) 

{ 

… 

} 

} 

 
פעולה כרקורסיבית ווג יס .פעולה רקורסיבית אינה חייבת להיות סטטית, באופ� כללי, אול�

 אי� הבדל בי� פעולה רקורסיבית לפעולה סישרפב. בו אנו משתמשי� בפעולהשמציי� את האופ� 

כבר למדנו ביחידה  כל מה ש. צורות זימו��אות, רקורסיביות או לא, לכל הפעולות. לא רקורסיבית

   .  תק) בפרט ג� לפעולות רקורסיביות,נלמד בהמש$או ש, על פעולות

 ג� לאחר זימו� הפעולה הרקורסיבית האחרונה �בהו,  יותרי� מורכבי�רקורסיבינות ישנ� פתרו

  .כזושנראה בעיה  הבאה הבדוגמ. יש המש$ של תהלי$ הפתרו�

  

  בעיית העצרת . 2.ב

מכפלת כל מוגדרת כהיא  ו!n :$ כמסומנת, )n<0 (כלשהוטבעי  מספר של) factorial(העצרת 

  .�n ל1המספרי� בי� 

                                                                                                                              :דוגמהל

1! = 1 

2! = 1 * 2 = 2 

3! = 1 * 2 * 3 = 6 

4! = 1 * 2 * 3 * 4 = 24 

5! = 1 * 2 * 3 * 4 * 5 = 120 

... 

n! = 1 * 2 * 3 *…* (n-1) * n   כלשהו ( n עבור  (  

  

  .�1 כ!0מקובל להגדיר את , כמו כ�

. רקורסיבי חישובלהציג  זה אנו מעונייני�  א$ בפרק, איטרטיביבחישוב  העצרת חשב אתנית� ל

נציג הגדרה נוספת , ת חישוב העצרת של מספר נתו�יבעילפתרו� כדי לכתוב אלגורית� רקורסיבי 

  .  זו נקבל בקלות חישוב רקורסיבימהגדרה. הגדרה רקורסיביתוהפע�  ,של  המושג עצרת
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  :�5 ו4ל למש, ה את העצרת של שני מספרי� עוקבי�ונשו

 * 3 * 2 * 1 = !4  ;5 * 4 * 3 * 2 * 1 = !5                                                                  :על פי ההגדרה

4  

 וכ� 6 * !5=  !6ג� שהרי , אופ� כללישהמסקנה נכונה ב, שימו לב . 5 * !4 = !5 :ש ברור מכא�

  .n! = (n-1)! * n :מורכבובמקרה ה, הלאה

של  הגדרה רקורסיביתנקבל , )ימקרה הבסיסה (1 = !0 :א� נוסי) להבנה זו את העובדה ש

  :  של מספר טבעיהעצרת

   

   !�nמסומנת כ nשל מספר טבעי ) factorial(עצרת ה

  :כ$מוגדרת ו

    1ער$ העצרת הוא , )ימקרה הבסיסה( n = 0א�  •

 !n*  (n-1) :   ער$ העצרת הוא המכפלה, )מורכבהמקרה ה( n > 0א�  •

  

  

  ית העצרתי לבעאלגורית� רקורסיבי

  :לחישובהאלגורית�  בקלות לכתובנוכל , העצרתמצוידי� בהבנת המבנה הרקורסיבי של 

  

  )n(עצרת  חשב

  1החזר , n = 0א� 

  )n-1( עצרת חשב מזימו�זרת המוח בתוצאה n ה שלמכפלהאת  החזר, אחרת

  :n ≥ 0 :בהנחה ש, ובקוד

public static int Factorial(int n)  

{ 

 if (n == 0)  

return 1; 

 else 

return (n * Factorial(n - 1)); 

}  
   

כלומר הפעולה מזמנת את ,  הפעולההקריאה הרקורסיבית נעשית על ידי זימו� עצמי שלש שימו לב

  מהל$ ביצוע נעקוב אחרי, הרקורסי כיצד פועלת העל מנת להבי�. ונה שפרמטר א$ ע� ,עצמה

הביצוע י שלבשני צי� באיור מסמני� את החִ. 4בור ער$ הפרמטר ע,  בעזרת האיור הבאהפעולה

 , בזה אחר זהזימוני� רקורסיביי�מתבצעי� בו ש, "הלו$" שלבהראשו� הוא . של אלגורית� זה

 שבו מוחזרי� ערכי� לחישובי� ,"חזור"לב השני הוא שלב הש          . ח.במסומ� והוא 

                                                            . בח. הפו$ הוא מסומ� שממתיני� ו
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Factorial (4):  4 * Factorial (3) 

     Factorial (3):  3 * Factorial (2) 

          Factorial (2):  2 * Factorial (1) 

               Factorial (1):  1 * Factorial (0) 

                          Factorial (0):     return 1  

              Factorial (1):  1 * 1, return  1 

          Factorial (2):  2 * 1, return 2 

     Factorial (3):  3 * 2, return 6 

Factorial (4):  4 * 6, return 24       

                                     24 הואהער� המוחזר : סו$ הרקורסיה

 

.  �Factorial (n-1) בn יש לבצע כפל של, 0אינו זה ער$ כיוו� ש. 4 הוא n הער$ של ,בשורה הראשונה

 זימו� תבצעומ, 3מקבלת , n-1 מחשבת את ער$ הפעולה Factorial (n-1)כדי לקבל את הער$ של 

ממתינה לתוצאות והפעולה חישוב מופסק ה .3 מטרפרהער$ ע�  Factorial הפעולה רקורסיבי של

  .זימו� זה

 Factorial חשב אתכדי ל : בביצוע דומה,3ער$ הפרמטר עבור ה מתוארת ההפעלה יבשורה השני

שבה ער$ , הלאה עד לשורה החמישיתוכ$ , Factorial (2)לזמ� באופ� רקורסיבי את יש , (3)

   .0הוא המתואר בשורה הפרמטר בזימו� 

 ועל כ� התוצאה ,)0שכ� הפרמטר הוא  (ימקרה הבסיסה הוא חישוב של Factorial (0)החישוב של 

זימו� משלב זה .  שהיה בהמתנה, Factorial (1)של, תוצאה זו מוחזרת לזימו� הקוד�. 1שלו היא 

, �2 ב1מכפיל , פעולתו את זה מחדש. Factorial (2) לזימו� 1ומחזיר , �1 ב1מכפיל , זה ממשי$

כל זימו� מכפיל את ער$ . בזה אחרי זה, כ$ מוחזרי� ערכי� לזימוני� הממתיני�. 2ומחזיר 

כאשר הזימו� . ומחזיר את התוצאה לזימו� שהפעיל אותו, הפרמטר שלו בתוצאה שהוחזרה אליו

  .החישוב מסתיי�, 24שהיא , הראשו� מחזיר את התוצאה שלו

הפיכת ספרות של מספר :  בשתי הבעיות שהצגנוביי�רקורסיתהליכי� הבי� השימו לב להבדל 

 הדפסנו את ספרת – "הלו$"�בהפיכת ספרות של מספר ביצענו רק את תהלי$ ה. בעיית העצרתו

סיימנו את , כאשר הסתיימה הקריאה האחרונה. האחדות ואז זימנו את הפעולה הרקורסיבית

 היינו צריכי� להחזיר את הער$ של זימו� צרת בחישוב הע,לעומת זאת. התהלי$ הרקורסיבי

,  כאשר פעולה מזמנת את עצמה ע� ער$ פרמטר קט� יותר,לכ�. �nהפעולה ולבצע הכפלה נוספת ב

,  הוא מחזיר ער$,הזימו� תיי�סכאשר מ. לער$ שיוחזר מהזימו� הרקורסיבי היא נשארת בהמתנה

. ד שהיא מסיימת ומחזירה ער$ע,  וממשיכה בחישוב"מתעוררת לחיי�"והפעולה הממתינה 

בתהלי$  .החזרות הערכי�התבצעו ואחריה� , בזה אחר זההתבצעו  כל הזימוני� בדוגמה שראינו

  ". חזור"ואחריו " הלו$", ברורה חלוקה לשני שלבי�הרקורסיבי זה 
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    י'צִנָ)י' לחישוב מספרי פִרקורסיביאלגורית� . ג

  המתמטיקאי המערבי,י'צִנָ#י<ה על שמו של לאונרדו פִ הקרוי סדרת מספרי�א היי'סדרת פיבונצ

האיברי� הראשוני� שני :  מוגדרת בדר$ הבאההסדרה.  שנה�800הראשו� שגילה אותה לפני כ

  .סכומ� של שני האיברי� הקודמי� לו בסדרהוא הנוס) בסדרה כל איבר , �1 ו0בסדרה ה� 

  :י ה�'האיברי� הראשוני� של סדרת פיבונצ 12

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89 . . .  

  

הגדרה קבל נ, )k(י 'מספר פיבונצ : כי'פיבונצבסדרת  �k במקו� המספרהער$ של ה  אתנסמ�א� 

  :כל מספר בסדרהשל ער$ רקורסיבית 

  

  :)k(י 'מספר פיבונצ

  0 הער$ הוא , k = 1א�                 

  1 הער$ הוא , k = 2                א� 

  )k - 2(י 'צנמספר פיבו) + k - 1(י 'מספר פיבונצהער$ הוא ,               אחרת  

  

  

שני באמצעות , פרט לשני הראשוני�, גדירה כל איבר� שהיא מו כיווהי הגדרה רקורסיביתז

כדי . י' רקורסיבי לחישוב מספרי פיבונצ מהגדרה זו קל לקבל אלגורית�.מי�קודי� האיברה

  . 'החזר'רג� באלגורית� להנחיה ותי' ר$ הואהע'המושג , לעשות זאת

  : כ$הקוד ייראה ,  k≥1:שבהנחה ו

  

public static int Fibonacci(int k)  

{ 

 if (k == 1)  
return 0; 

 if (k == 2)  
return 1; 

 return (Fibonacci(k-1) + Fibonacci(k-2)); 

} 

 

  :האיור הבאבעזרת , int x = Fibonacci (4)  נעקוב אחרי הביצוע של

יש שהפעולה החשבונית , פעולת החיבור.    מלא         כל זימו� של הרקורסיה מצוי� בח. שחור

מתחילה  ההמסומנת בשור, )כשיחושבו ויוחזרו(צור$ לבצע בי� ערכי הזימוני� השוני� 

הפוני� חזרה אל מי          וי� וצי� המקווקערכי החזרה מסומני� על גבי החִ". :אחרת"ב

והער$ המתקבל מוחזר , ע� החזרת הערכי� מתבצעת פעולת החיבור. שזימ� את הרקורסיה

,  פעמיי�כיוו� שהקריאה הרקורסיבית מתבצעת. למי שזימ� את החישוב, "כלפי מעלה"שוב 

 שיאפשר לנו להסתע) לכיווני� שוני� על פי התפתחות "ע."דג� נבצע את המעקב בעזרת 

   :הרקורסיה
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 שוב ושוב נדרשת הרקורסיה לתת .י�מיותרה� נעשי� החישובי� חלק מה, איורכפי שנראה מה

ככל שהמספר . כבר שאלו חושבו א) על פי ,Fibonacci (2)של  וFibonacci (1)מענה על ערכ� של 

כ$ יגדל מספר� של החישובי� המיותרי� החוזרי� על , הראשו� שישלח לפעולה יהיה גדול יותר

 חוס$ במשאבי� ואינו, י אינו פתרו� אידיאלי'סיבי לסדרת פיבונצנראה שפתרו� רקור. עצמ�

  .השוני�

 וכמה פעמי� Fibonacci (1) כמה פעמי� מחושב, 5הער$ עבור  Fibonacciכאשר מזמני� את  ?
    ?Fibonacci (2)מחושב 

  

  

  סוגי רקורסיה. ד

  "חזור הלו�"מול רקורסיה " זנב"ת ירקורסי. 1.ד

 דוגמהב. מבנה או בהתנהגות מהאחרותבכל אחת שונה , רקורסיהדוגמאות של שלוש ראינו 

הרקורסיה .  יש באלגורית� קריאה רקורסיבית יחידה,)רות של המספרהיפו$ הספ(הראשונה 

תו� התהלי$ מסתיי� אחרי  .תו רקורסיביותקריא ה אחת של סדר כלומר,"הלו�"תהלי$ מבצעת 

 נקראת "הלו$"ר מבצעת רק תהלי$ של רקורסיה אש.  הקריאה הרקורסיבית האחרונהביצוע

   ."ת זנבירקורסי"

התהלי$  אול� ,ית יחידהבקריאה רקורסישבו אלגורית� מתבצע על ידי  חישוב העצרתג� 

 , אחרי שמתבצעת הקריאה הרקורסיבית האחרונה."חזור הלו�"הוא תהלי$ הזה הרקורסיבי 

 וכ$ ,מוחזר להמש$ החישובבתורו והוא , מוחזר לשלב הקוד� של הרקורסיהשב הער$ שח!

  .הלאה
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הא� אחרי הקריאה " :הלהשאא� נענה בחיוב על " חזור�הלו$ "תילזהות רקורסינית� 

להכפיל את התוצאה   יש, העצרתבחישוב,  בדוגמה שראינו".?סיבית יש לבצע משהו נוס)הרקור

$ לבצע משהו  לעומת זאת בהיפו$ הספרות של המספר אי� צור,"חזור� הלו$"זוהי רקורסיית , �nב

  . "חזור� הלו$"ת יאינה רקורסיזו  ולכ� נוס)

  

  כפולהרקורסיה . 2.ד

 ותקריאשתי  בגו) האלגורית�יש  י'צפיבונמספרי  של דוגמהב, בניגוד לשתי הדוגמאות הקודמות

רקורסיה . k-2 י במקו�'מספר פיבונצלחישוב ו k-1י במקו� 'מספר פיבונצחישוב  ל:תורקורסיבי

הערכי� של הקריאות אחרי שמוחזרי� ,  זודוגמהג� ב. "סיה כפולהרקור"כזו נקראת 

ת יאפשר לומר שזו היא רקורסי. חיבור הערכי�: קיימת פעולה נוספת שיש לבצע, הרקורסיביות

רצי) " הלו$" פריסתה דומה יותר לפריסה של ע. מאשר לפריסה של תהלי$  א$,"חזור� הלו$"

 ה באלה זימוני� והחזרות ערכי� שלובי� אלמקרה זהב. רצי)" חזור"שבסופו נפרס תהלי$ , אחד

  . בתהלי$ אחד

א$ ה� מדגימי� שני קריטריוני� ,  אינ� כל הסוגי� האפשריי� של רקורסיההאל שכמוב�

) ב ; האלגורית�הרקורסיביות בגו)מספר הקריאות ) א: חשובי� בניתוח אלגורית� רקורסיבי

שלא בכל דגיש חשוב לה .שוב בפעולה המזמנתעוד חיצרי$ לבצע הא� אחרי קריאה רקורסיבית 

ת זנב או יברקורסיבהכרח מדובר , באלגורית�אחת קריאה רקורסיבית מקרה שקיימת רק 

   .יתכ� שתתבצע פעמי� רבותי, דה מופיעה בתו$ לולאהיהקריאה היחא� . חזור�ת הלו$ירקורסי

  :להל� דוגמה

public static int MysterySum(int n) 

{ 

 if (n == 1)  
  return 1; 

 int sum = n; 

 for (int i = 1; i < n; i++) 

sum = sum + MysterySum(i); 

return sum; 

}    
 

 

   ?n = 3  עבור(…) MysterySum הפעולה מחזירהמה  ?
  
  

   רקורסיה הדדית.3.ד

 ,()G מזמנת את פעולה ()Fהפעולה א� . משתתפות ברקורסיה שתי פעולות שונותבמצבי� שוני� 

א) פעולה לא מזמנת ג� א� ,  ה� פעולות רקורסיביות()�G ו()Fאזי הפעולות , ()Fזו מזמנת את ו

ראה א� נסתכל על שתי הפעולות נ". רקורסיה הדדית" נקראת  רקורסיה שכזו.את עצמה ישירות

  .שתי פעולותהמפוצל ל, ה� מבצעות תהלי$ רקורסיבייחד ש
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 :פעולותהשתי  כרקורסיה הדדית של  נכתבת היאאלא שהפע�, את בעיית העצרתנראה  ,לדוגמה

Factorial (…)ו �G (…):  

public static int Factorial(int n)  

{ 

 if (n == 0)  

return 1; 

 else 

return G(n); 

} 

 

public static int G(int n) 

{ 

 return n * Factorial(n-1);  

} 

 

   נתוני� אחרי� על טיפוסירקורסיה. ה

נבח� עתה . במספרי�מטפלות בעיות הלהציגו פתרונות רקורסיביי� הקודמות  כל הדוגמאות

 סוגי�  לא נציג כא�. או מער$ מסוג מחרוזתשהפרמטר שלה� הוא� לבעיות יירקורסיבפתרונות 

, מורכבי�הפשוטי� והמקרי� ה בהגדרת  הואה� בדוגמאות אלי העני.חדשי� של רקורסיה

   .�intשוני� מהטיפוסי נתוני� ור עב, לפשוט יותרוהמעבר ממקרה מורכב 

  

  רקורסיה על מחרוזות. 1.ה

או תו אחד תחלתית ההמהמחרוזת נית� להוריד ,  ממנהכדי לעבור ממחרוזת למחרוזת קטנה

  .)�MSDNבראו ( stringבעזרת הפעולות הקיימות במחלקה , יותר

  

  פלינדרו�הא� מחרוזת היא : דוגמה

, למשל. הזהמחזירה מחרוזת לימי� ומימי� לשמאל פלינדרו� הוא מחרוזת שקריאתה משמאל 

   .  ה� פלינדרומי�" כצפרשתשרפצכ"� ו"אבא "המחרוזות

,  א� המחרוזת הנתונה היא פלינדרו�'אמת'קבלת מחרוזת ומחזירה  המ פעולהכתבו: בעיה

  .   אחרת'שקר'ו

וה כל ולולאה שתשל ידי למשל ע, נית� לפתור בעיה זו ג� על ידי פעולה שאינה רקורסיבית :פתרו�

לצור$ התרגול של פרק זה נעצב א$ , סופהמוי� הנמצאי� באותו מרחק מתחילת המילה ווזוג ת

  .פתרו� רקורסיבי

    . אזי היא פלינדרו�,י� כללומכילה תואינה מכילה תו אחד או  א� המחרוזת :ימקרה הבסיסה

 רו� זהה לתו הראשו� א� התו האח:אזי, מכילה יותר מתו אחד א� המחרוזת: מורכבהמקרה ה

אזי המחרוזת כולה היא ,  מהווה פלינדרו�,)הראשו� והאחרו� (הוי� אלווא� המחרוזת ללא ת

  .פלינדרו�

 שני תווי�שכ� , רקורסיבית הפרמטר קט� יותר מזה שבקריאה המקוריתהקל לראות כי בקריאה 

   .  מחרוזתהשני צדי  מהורדו
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   :stringהמחלקה ת לקוחות מתו$ ממשק  הפעולות הבאות לעבודה ע� מחרוזו:תזכורת

 int Length   את אור$ המחרוזתכילהתכונה המ

         תחילההממחרוזת �הפעולה מחזירה תת
  lengthאורכה  ו�startIndexב

string Substring (int startIndex,  

                                         int length)  

  index  char [int index]במקו� שתו  החזרומ

  

  

public static bool Palindrome(string str) 

{ 

 if (str.Length <= 1)  

return true; 

 if (str[0] != str[str.Length-1]) 

return false; 

return Palindrome(str.Substring(1, str.Length-2)); 

} 

  

וג� את ) י�ו תו0(רוזת ריקה ג� את המקרה של מחכולל   בדוגמה זועצירההתנאי , שימו לב

  . המקרה של מחרוזת בת תו אחד

די  את הבעיה על ימקטיני�ואנו , י�וזוגי של תו�מספר אימחרוזת בא� , לגבי המקרה המורכב

מחרוזת בא� . בסו) התהלי$ מחרוזת בת תו אחדתישאר , הורדת התו האחרו� והתו הראשו�

א� , בשני המקרי�. וי�ו ת0ריקה שבה מחרוזת אזי בסו) התהלי$ תישאר , מספר זוגי של תווי�

  . סימ� שהמחרוזת היא פלינדרו�,הגענו לשלב הזה

צי� המתארי� את תהלי$ בעזרת החִ, "ABCDA" עבור המחרוזת ,נעקוב אחר התוכנית: מעקב

�הלו$"ית ישימו לב שהגדרת הרקורסיה כרקורס"). חזור�הלו$("והיציאה מהרקורסיה הכניסה 

עד לקבלת התשובה , פע� מכ$ שע� סיו� הזימו� האחרו� יש עדיי� ערכי� להחזירנובעת ה, "חזור

א$ די בכ$ כדי להגדיר שיש כא� תהלי$ של , אמנ� זהו הדבר הנוס) היחיד שיתבצע. הסופית

  ".חזור"

Palindrome ("ABCDA") => Palindrome ("BCD") 

          Palindrome ("BCD") => return false 

Palindrome ("ABCDA") => return false  

                                  'שקר'ומחזירה ער� הרקורסיה נגמרה 
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    מערכי�ל רקורסיה ע.2.ה
, כדי להקטי� את הפרמטר, בירקורסיה שבזימו� פעולה רקורסיבית על מער$ פירושה בדר$ כלל

קט� חדש רי� מער$  מייצאיננו ,ל בדר$ כל,לצור$ כ$.  עליופועלי�שמצמצמי� את אור$ המער$ 

  ערכי  שינויבאמצעותמצמצמי� את טווח הפעילות על המער$ אלא , )חיסכו� במקו� (יותר

תנאי  (יבסיסהמקרה הומתכנסי� לקראת עליו י� עובדשאת השטח  כ$ מצמצמי� .אינדקסי�ה

  ).העצירה

   מקסימלי במער�ער�מציאת  :דוגמה

ת שכאלה בעזרת סריקה של ויש לשער שכבר פתרת� בעיו ,הלא רקורסיבעיה זו ניתנת לפתרו� ל

פתרונות מספר  מתו$,  לבעיהי� רקורסיבינותפתרושני להציג בפרק זה ברצוננו . מער$

  .  אפשריי�י�רקורסיבי

  .ופרט לער$ הראשו� ב , במער$ נמצא את הער$ המקסימלי בי� הערכי�:1 פתרו�

  . שמצאנוהמקסימלי לער$  ,$ הראשו� במער$ערהמקסימו� שבי� ה את    נמצא            

   8 ,5 ,1 ,7 ,9 ,6 ,4 :את המער$ הבא שבו מאוחסני� הערכי�נבח� : דוגמה

 המקסימו� בי� יתר הערכי� .0 והוא מאוחס� בתא שהאינדקס שלו הוא 4הער$ הראשו� הוא 

  . המער$ המקסימו� בכל ולכ� זה, 9 הוא �9  ל4המקסימו� בי� . 9 הוא )החל מהמקו� השני(

  ?  יתר הערכי�קרבכיצד נמצא את המקסימו� ב

באופ� נזמ�  יההציג פתרו� רקורסיבי לבע א$ כדי ל,צוא את המקסימו� בעזרת לולאהנית� למ

  . וכ$ הלאה, ושני בהחל מהמקו� ה, המקסימו� במער$ את כ$ שתמצאפעולה את הרקורסיבי 

ברור שער$ זה הוא ,  בלבדחדאער$  מכילשבידינו  המער$קטע כאשר  ?מהו תנאי העצירה

  .החזרת ער$ זה תסיי� את תהלי$ הזימו� הרקורסיבי. המקסימו� בקטע

כדי להתחיל את חיפוש , begin = 0יש לזמ� את הפעולה לראשונה ע� הער$ . פתרו�ה קוד לפניכ�

  :המקסימו� במער$ החל מהאיבר הראשו� בו

 

public static int FindMax(int[] arr, int begin) 

{    
 if (begin == arr.Length-1)  1אורך הקטע הנוכחי במערך הוא//   

return arr[begin]; 

 else 

{ 

  int temp = FindMax(arr, begin+1); 

if (arr[begin] > temp) 

    return arr[begin]; 

return temp;  

} 

} 

  

עלינו , י הרקורסיבהזימו�חזרה מאחרי השימו לב כי . די יחיביגורית� ע� זימו� רקורסלזהו א

כיוו� . arr[begin] לער$ ,�temp והשמור במוחזר מהקריאהההשוואת הער$ : פעולה נוספתלבצע 

  ".חזור� הלו$"ת ייזוהי רקורס, שכ$
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   arr= } 4, 6, 9, 7, 1 ,5 ,8{    נעקוב אחר מציאת המקסימו� במער$: מעקב

מיקוד ההסתכלות על . בכל זימו� רקורסיבי נשמרי� גבולות המער$ המקורי: נדגישנחזור ו

רעיו� ההמתנה של .  ובאיור הוא מודגש בקו תחתי,הערכי� השמורי� במער$ בכל שלב משתנה

מודגש באיור על ידי , )הצור$ בהמש$ החישובי�(התהליכי� עד לשוב� של הערכי� המחושבי� 

   :לאחר הזימו� עצמו …כתיבת 

FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 0): temp = FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 1); … 

  FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 1): temp = FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 2); … 

    FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 2): temp = FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 3); … 

      FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 3): temp = FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 4); … 

         FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 4): temp = FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 5); … 

 FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 5): temp = FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 6); … 

              FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 6) => return arr[6] = 8 

            FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 5) => temp = 8; arr[5] = 5, 5!>8, return 8 

         FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 4): temp = 8; arr[4] = 1, 1!>8, return 8 

       FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 3): temp = 8; arr[3] = 7, 7!>8, return 8 

    FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 2): temp = 8, arr[2] = 9, 9>8, return 9 

  FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 1): temp = 9, arr[1] = 6, 6!> 9, return 9   

FindMax ({4, 6, 9, 7, 1, 5, 8}, 0): temp = 9, arr[0] = 4, 4!>9, return 9 

  9הער� המוחזר הוא , סו$ הרקורסיה                                                                

  

א� ( או כמעט שווי� ,)א� מספר האיברי� זוגי( נחלק את המער$ לשני חלקי� שווי� :2פתרו� 

אחרי . לקי�בכל אחד מהח המקסימו� אתבאופ� רקורסיבי נחפש ). מספר האיברי� אינו זוגי

  .מביניה�ונחזיר את המספר הגדול  �� שני הערכי� המקסימליינשווה בי, שנמצא

אלא בעזרת , על ידי יצירת מערכי� קטני� יותר נעשיתאינה חלוקת המער$ , כפי שאמרנו קוד�

 ,) למער$לכ� בנוס. אינדקסי�בעזרת ה ,מערכי� מתו$ המער$ המקורי� תת ההסתכלות על מיקוד

אינדקס נקודת ו,  הנוכחיהמער$�תתהתחלה של אינדקס נקודת ה:  פרמטרי� שניהפעולה תקבל

  .והסו) של

 ,)אינדקס ההתחלה שווה לאינדקס הסו) (1מער$ בגודל �תתכאשר הגענו ל? מהו תנאי העצירה

  . כמקסימו�,השמור במער$ זהנחזיר את הער$ 
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  :begin = 0, end = arr.Length-1 ע� ערכי� הפעולההמשתמש צרי$ לזמ� את . פתרו� קוד הלהל�

public static int FindMax(int[] arr, int begin, int end) 

{ 

 if (begin == end) 

   return arr[begin]; 

 else 

{ 

  int middle = (begin + end) / 2; 

  int max1 = FindMax(arr, begin, middle); 

int max2 = FindMax(arr, middle+1, end); 

if (max1 > max2)  

return max1; 

return max2; 

 } 

} 

 

כל קטע עבור .  תמיד תית� לנו מספר של��2החלוקה ב, int הוא מטיפוס middle כיוו� שהמשתנה

לכ� אנו , תהלי$ החלוקה של הקטע ייצור שני קטעי� קצרי� ממנו, המכיל לפחות שני איברי�

  ). (begin == endנגיע לתנאי העצירה בסופו של דבר תמיד בטוחי� ש

  

  

התהלי$ יהיה דומה לזה שראינו בחישוב .  שני זימוני� רקורסיביי� ישאלגורית�שבשימו לב 

  . ואנו נפרוס אותו במבנה של ע. מעקב,)לא רצי)" חזור� הלו$"תהלי$ (י 'מספרי פיבונצ

  

  

  

  

. arr= } 4, 6 ,9, 7, 1 ,5 ,8   {: אותו מער$לגבי  (…)FindMaxאחרי הפעולה  חלקית נעקוב: דוגמה

 ע� יהיה הזימו� הראשו�, 6והאינדקס של האיבר האחרו� הוא , �7 שאור$ המער$ הוא וכיו

  : begin = 0, end = 6הערכי� 
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  .9שאכ� הער$ המוחזר מהרקורסיה הוא הער$ ובדקו השלימו את הציור  ?
  

  ס לידֵקְא)האלגורית� של : הדוגמ. ו

מתמטיקאי יווני מפורס� ,  אוקלידסל ידיהומצא עאחד האלגוריתמי� המפורסמי� במתמטיקה 

 של שני המחלק המשות$ הגדול ביותרהאלגורית� מוצא את . י הספירהשחי במאה השלישית לפנ

 בתיאור להל� אנו ).1ג� א� הוא רק המספר , שימו לב שתמיד יש כזה(חיוביי� שלמי� מספרי� 

המחלק המשות) המקסימלי של . עוסקי� ה� שלמי� וחיוביי�אנו  בה�שיחי� שהמספרי� מנ

המחלק המשות) : לדוגמה. הוא המספר הגדול ביותר המחלק את שניה�, שני מספרי�

ו� שזהו המספר הגדול ביותר המחלק את שני ויכ, 14הוא , �28 ו42 המספרי�שני עבור המקסימלי 

  .המספרי�

את ג� אזי הוא מחלק ,  מספרי�שני כי א� מספר מחלק , עובדההל האלגורית� מתבסס ע

 שהוא 6וכ� את , 18 וג� את 24 מחלק את 3,  למשל.של חלוקת הגדול שביניה� במשנהושארית ה

מכא� שכדי .  למחלק המשות) המקסימליבפרטעובדה זו נכונה . �18  ב24השארית של חלוקת 

 18י למצוא את המחלק המשות) המקסימלי של ד, �18 ו24למצוא מחלק משות) מקסימלי של 

 הוא המחלק �6מכא� ש. 18 מחלק את 6כלומר , 0נקבל שארית , �6 ב18כאשר נחלק את . 6ושל 

למצוא מחלק  שכדי נאמר באופ� כללי. �18  ו24ולכ� ג� של , �6 ו18המשות) המקסימלי של 

, ה�מסימלי של הקט� די למצוא את המחלק המשות) המק, משות) מקסימלי של שני מספרי�

אזי הקט� שבה� הוא המחלק , 0א� היא . 0א� שארית זו אינה  ,ושל שארית חלוקת הגדול בקט�
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� שהמספר וכיו" (ט יותרופש"שהוא , מספרי� הנתו� בזוג חדשהזוג החלפת . המשות) המקסימלי

. סיבי מובילה לאלגורית� רקור,)שהוא מספר קט� יותר, חלוקה שלוההגדול הוחל) בשארית 

ומחזיר את המחלק המשות)  ,j ,k חיוביי� מקבל שני מספרי� האלגורית� הרקורסיבי

  . במהירות מפתיעהחישובתוצאת המגיע להרקורסיבי האלגורית�  .המקסימלי שלה�

  ? אוקלידסמהו תנאי העצירה של האלגורית� של  ?
  

  :j > 0 ,k ≥ 0 :היאשל האלגורית� של אוקלידס ההנחה המקדימה 
  

public static int EuclidGcd(int j, int k)  

{                                                            

 if (k == 0)  

return j; 

 else  

return (EuclidGcd(k, j%k));  

} 

  

  :)j=1071, k=1029(מספרי� גדולי� למדי שני להל� פירוט שלבי הרקורסיה עבור קלט של 

k  j חלוקה  
ת שארי

  החלוקה
  מחליפי�

 �ער
  החזרה

1029  1071  1071/1029  42  
1029 � j  

42 �     k  
 

42  1029  1029/42  21  
42     � j  

21 �     k  
  

21  42  42/21 0  
21�      j 

0�        k 
21  

  

 ג� עבור ,בה הוא מגיע לתוצאהשמהירות ומפתיע ב ,פשוט ואלגנטי לגורית� של אוקלידסאה

של המכנה המשות) הגדול " רגיל"נסו לדמיי� כמה מסוב$ היה חישוב . מספרי� גדולי� יחסית

 בודקו) המספר הקט� מבי� השניי� (k עד 1מבצע לולאה בי� המספרי� הרי חישוב כזה ש, ביותר

    יותר יתה מתבצעתי במקרה שלנו הלולאה ה.כל אחד מהמספרי� האלה מתחלקי� בk � וjהא� 

  !פעמי� �1000מ

, המאפשרת לעתי� למצוא פתרונות אלגנטיי�, ת לכוחה הרב של הרקורסיהזוהי דוגמה מובהק

 אפשר, אחרי שנמצא פתרו� כזה, לעתי� קרובות". קשות"הנחשבות פשוטי� ויעילי� לבעיות 

יהיה האיטרטיבי פתרו� הג� , לפעמי�. למצוא ג� פתרו� איטרטיבי המבוסס על אותו רעיו�

ג� א� (  הרקורסיביפתרו�היותר מ $מסוב יהיההוא בלא מעט מקרי� א$ , אלגנטי ופשוט

  .) זהה�יעילות
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  פעולת עזר רקורסיבית .ז

ל מציאת ע שראינו בפרק ות עזר רקורסיביות נתבונ� בדוגמהלהבי� את הצור$ בפעולכדי 

 :ותרת של הפעולה היאכה. )2.ה (מקסימו� במער$

public static int FindMax(int[] arr, int begin, int end) 

  

  .�end וbeginוהקריאות הרקורסיביות מצמצמות את טווח החיפוש באמצעות האינדקסי� 

המשתמש רוצה לדעת מהו . א$ ישנה אי נוחות מסוימת מבחינת המשתמש בקריאה מסוג זה

א$ הדרישה . ברור לו כי הוא צרי$ להעביר את המער$ כפרמטר. המקסימו� במער$ מסוי�

הרי בקריאה שהמשתמש , אתיתרה מז (מובנת אינה את סופוה�  ואת תחילת המער$ה� להעביר 

  ).לכ� ההכנסה שלה� כפרמטרי� נראית מיותרת לחלוטי�, end=arr.Length-1 �ו, begin=0צע במ

לעתי� קרובות נרצה לעטו) את הפעולה הרקורסיבית בפעולה נוספת אשר מסתירה פרטי� 

  .  טכניי� מסוג זה

  :"מעטפת" העולתנכתוב את פ

public static int FindMax(int[] arr) 

{ 

 return FindMax(arr, 0, arr.Length-1); 

} 

 

נגדיר את הפעולה הרקורסיבית . רקורסיביתה מבצעת את הקריאה לפעולה "מעטפת"פעולת ה

  : או להשתמש בה ישירותלהכיר אותהאינו אמור כיוו� שהמשתמש , כפעולה פרטית

private static int FindMaxHelp(int[] arr, int begin, int end) 

{ 

 ... 

} 

  

  :בצורה זו המשתמש מזמ� את הפעולה בצורה נוחה והגיונית

FindMax(arr); 

  

  .כפרמטרי� שולח את האינדקסי�ואינו 

נוצרת אותה   לבעיית החיפוש במער$מוב� שג� א� משתמשי� בפתרו� הרקורסיבי הראשו�

  הוא המוצעהפתרו�ג� כא� . אינדקס אחדלהעביר ג� ער$ של משו� שאנו נדרשי�  ,בעיהה

מתחיל בו החיפוש שלהשתמש בכותרת של פעולת חיפוש שאינה מציינת את האינדקס במער$ 

בי� ובגו) הפעולה יהיה זימו� לפעולת עזר פרטית . אלא מעבירה את המער$ עצמו בלבד

  .  כלול ג� האינדקס הנדרשיהיה הפרמטרי� שלה 
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  סיכו� . ח

.  לפתרו� ישירי� דיות פשוט�אינות ש בעיו�לפתרמשמש סיבי הוא אלגורית� שאלגורית� רקור

.  על מופעי� אחרי� של אותה בעיה, מפעיל את עצמו פע� אחת או יותרהאלגורית� הרקורסיבי

חשוב שמופעי הבעיה הנפתרי� , עילהיתהיה ) פתרו�(רקורסיבית של אלגורית� כדי שהגדרה 

תנאי זה מבטיח .  מהמופע המקורי"פשוטי� יותר"או " ני� יותרקט"בהפעלות הרקורסיביות יהיו 

  .  בסופו של דבר לבעיות פשוטות שאות� נית� לפתור ישירותתהליכי הפירוק מגיעי�ש

  

המשתמשת במושג , )כלומר של פתרו� לבעיה(הגדרה של מושג או אלגורית� רקורסיה היא  •

פרמטרי� ערכי צמו שוב ושוב על אלגורית� רקורסיבי יזמ� את ע .או באלגורית� המוגדר

  .מתקבל באופ� ישירשלו הפתרו� ש ילמקרה הבסיס שיגיע עד ,הולכי� וקטני�

נפרק מקרה מורכב שאותו  :מצבי�יש להגדיר שני פתרו� רקורסיבי לבעיה כשכותבי�  •

 המגדיר את הפתרו� למקרה , תנאי עצירהכלומר, יבסיסומקרה , למקרי� פשוטי� יותר

  .ו� נוס) של אלגורית� הפתרו�בלי זימהפשוט 

 "ית זנבירקורס": ארבעההתייחסנו במפורט לבפרק זה  .י�רבקיימי� סוגי רקורסיה  •

מקרה ה שבה לאחר פתרו� "חזור� ת הלו$ירקורסי" ;ימקרה הבסיסההמסתיימת ע� פתרו� 

 ; שממתיני� לסיומ� יש לחזור ע� הער$ המחושב ולבצע חישובי� קודמי�יהבסיס

, " הדדיתרקורסיה" ; המזמנת את ההלי$ הרקורסיבי פעמיי� בכל שלב"להרקורסיה כפו"

  . )לפחות( שתי פעולות שונות אמצעותמתבצעת בה

לקבלת פתרו� רקורסיבי היא על ידי הגדרת טיפוסית הדר$ ה, על מערכי�באלגוריתמי�  •

י  מתקבלי� מקרי� פשוטי� יותר על ידכ$ .כ$ שתתייחס לקטעי� של מערכי�, הבעיה מחדש

  .עליה� האלגורית� פועלשרק לחלקי� צמצו� קטעי המער$ 

  

   מושגי� 

 recursive definition  הגדרה רקורסיבית

  base case  מקרה בסיסי או תנאי עצירה

    מקרה מורכב

 recursion  רקורסיה

   רקורסיה הדדית 

 double recursion  רקורסיה כפולה 

    חזור�רקורסיית הלו$

  tail recursion  ) רקורסיית הלו$:או (רקורסיית זנב
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        ����תרגיליתרגיליתרגיליתרגילי

    אחר רקורסיותמעקב. א

  .עבור כל אחת מה� רשמו את טענת היציאה. פעולות רקורסיביותכמה פניכ� ל

 

 .שלילי�הפעולה מקבלת תו ומספר של� אי: טענת כניסה .1

public static void Mystery(char ch, int n) 

{ 

 if (n > 0) 

 { 

  Console.Write(ch); 

  Mystery(ch, n-1); 

 } 

} 

 

 .הפעולה מקבלת שני מספרי� שלמי� חיוביי�: טענת כניסה .2

  

public static int Mystery(int a, int b) 

{ 

 if (a < b) 

      return (0); 

   else 

      return (1 + Mystery(a-b, b)); 

} 

  

  .הפעולה מקבלת מספר של� חיובי: טענת כניסה  .3

public static int Mystery(int n) 

{ 

 if (n < 10) 

  return (n); 

 else 

 { 

  int x = n % 10; 

  int y = Mystery(n / 10);  

  if (x > y) 

   return x; 

  else 

   return y; 

 } 

}  
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  .הפעולה מקבלת מספר של� חיובי: טענת כניסה .4

public static int Mystery(int num) 

{ 

 if (num == 1) 

return (1); 

  else 

return (Mystery(num - 1) + 2 * num – 1);   

} 

 

ומספר נוס) של� , הפעולה מקבלת מער$ של מספרי� שלמי� שאינו ריק: טענת כניסה  .5

 וחיובי 

  .הקט� או שווה לגודל המער$                              

  

public static float Mystery(int[] a, int k) 

{  

 float x; 

 

 if (k == 1) 

  return (a[0]); 

 x = Mystery(a, k-1) * (k-1); 

 return ((a[k-1] + x) / k); 

}  

 

 .הפעולה מקבלת מספר של� חיובי: טענת כניסה .6

  

public static int Mystery(int num) 

{  

 if (num < 10) 

  return (num); 

 else 

 { 

  int i = 10; 

  while (num % i != num) 

   i *= 10; 

  return ((num % 10) * i / 10) + Mystery(num / 10); 

 }    

} 

 

 .שלילי� המספר השני הוא ג� אי, הפעולה מקבלת שני מספרי� שלמי�: טענת כניסה .7

  

public static int Mystery(int a, int b)  

{ 

 if (b == 0)           

  return 0; 

 if (b % 2 == 0)  

  return Mystery(a + a, b / 2);                

 return Mystery(a + a, b / 2) + a; 

} 
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. היציאה שלהטענת ושלה פעולות רקורסיביות ובצמוד לכל אחת טענת הכניסה כמה לפניכ� 

  .שהפעולה תבצע את הנדרשכדי להשלי�  אחדי� שעליכ� בכל פעולה חסרי� ביטויי�

8.   

  .הפעולה מקבלת מספר של� וחיובי: טענת כניסה

  .מספר המתקבלשל ה הספרותהפעולה מחזירה את סכו� : טענת יציאה

public static int SumDigits(int num) 

{  

 if (____________) 

  return (num); 

 return (num % 10 + SumDigits(____________)); 

} 

 

9.   

  .הפעולה מקבלת מספר של� וחיובי: טענת כניסה

  .מספר המתקבלשל הפר הספרות ירה את מסהפעולה מחז: טענת יציאה

public static int NumDigits(int num) 

{  

 if (num < 10) 

  return (____________); 

 return (____________ + NumDigits(____________)); 

} 

  

10.   

  .הפעולה מקבלת מחרוזת: טענת כניסה

  .סה את המחרוזת המתקבלת בסדר הפו$הפעולה מדפי: טענת יציאה

public static void ReverseString(string str) 

{ 

 if (str.Length > 0) 

 { 

  char ch = str[____________]; 

  ReverseString(____________); 

  Console.Write(ch); 

 } 

} 
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11.   

  .הפעולה מקבלת מספר של� חיובי וספרה: טענת כניסה

  . falseאחרת מחזירה , א� הספרה נמצאת במספר  true  הפעולה מחזירה: טענת יציאה

public static bool IsDigitExist(int num, int digit) 

{  

 bool ans = num%10 == digit;  

if (____________) 

 return (ans); 

 return (____________); 

} 

  

12.   

  .הפעולה מקבלת מספר של� חיובי: טענת כניסה

  . falseאחרת מחזירה , מספר זוגיות א� כל הספרות ב true  הפעולה מחזירה: טענת יציאה

public static bool IsAllDigitsEven(int num) 

{  

 bool ans = ____________; 

 if (num < 10) 

  return (____________); 

 return (ans && IsAllDigitsEven(____________)); 

 } 

 

 

כ� , לוש המוצעות רקורסיבית אחת מהשבכל אחת מהשאלות הבאות עליכ� לבחור פעולה

  .שתתאי� לטענת הכניסה והיציאה המוצגות

  

13.   

  .m > 0, n >= 0: מקבלת שני מספרי� שלמי�הפעולה : טענת כניסה

  .n % mהפעולה מחזירה : טענת יציאה

  .א

public static int Mod(int n, int m) 

{ 

if (n > m) 

return m; 

else 

return Mod(m-n, m); 

} 
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  .ב

public static int Mod(int n, int m) 

{ 

if (m < n) 

return 1; 

else 

return Mod(n-m, m); 

} 

 

  .ג

public static int Mod(int n, int m) 

{ 

if (n < m) 

return n; 

else 

return Mod(n-m, m); 

} 

 

 

14.   

  .הפעולה מקבלת מחרוזת: טענת כניסה

  .הפעולה מחזירה מחרוזת הפוכה לזו שהתקבלה: טענת יציאה

  .א

public static string Rev(string str) 

{ 

if (str.Length == 0) 

return str; 

else 

return Rev(str.Substring(1)) + str[0]; 

} 

  

  .ב

public static string Rev(string str) 

{ 

if (str.Length == 0) 

return str; 

else 

return Rev(str.Substring(0)) + str[0]; 

} 
  

  .ג

public static string Rev(string str) 

{ 

if (str.Length == 0) 

return str; 

else 

return Rev(str.Substring(0)) + str[1]; 

} 
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  .וכניות הבאות ובדקו מה היא מבצעת הריצו כל אחת מהת–ב הרקורסיבי 2ָ הַ

   :ראשונהתוכנית  .15

public class RecursiveTurtleDemo1  

{ 

 public static void Main(string[] args)  

 { 

  Turtle t = new Turtle(); 

         t.SetDelay(50); 

         t.TurnRight(90); 

         t.MoveBackward(200); 

         t.TailDown(); 

         t.SetTailColor(Color.Blue); 

         Draw(t, 15, 4); 

         t.TailUp(); 

         t.MoveForward(40); 

     } 

public static void Draw(Turtle t, int width, int step) 

     { 

          if (step <= 1) 

           t.MoveForward(width);  

          else 

          {  

           Draw(t, width, step-1); 

           t.TurnLeft(60); 

           Draw(t, width, step-1); 

           t.TurnRight(120); 

           Draw(t, width, step-1); 

           t.TurnLeft(60); 

           Draw(t, width, step-1); 

          } 

     } 

} 

 

  :שנייה תוכנית .16

public class RecursiveTurtleDemo2 

{ 

 public static void Main(string[] args)  

 { 

  Turtle t = new Turtle(); 

         t.SetDelay(50); 

         t.TurnRight(90); 

         t.MoveBackward(200); 

         t.TailDown(); 

         t.SetTailColor(Color.Red); 

         Hilbert0(t, 4, 10); 

         t.TailUp(); 

         t.MoveForward(40); 

     } 
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   public static void Hilbert0(Turtle t, int n, int step)  

   { 

        if (n > 0) 

          { 

           t.TurnRight(90); 

           Hilbert1(t, n-1, step); 

           t.MoveForward(step); 

           t.TurnLeft(90); 

           Hilbert0(t, n-1, step); 

           t.MoveForward(step); 

           Hilbert0(t, n-1, step); 

           t.TurnLeft(90); 

           t.MoveForward(step); 

           Hilbert1(t, n-1, step); 

           t.TurnRight(90); 

          } 

      } 

 

      public static void Hilbert1(Turtle t, int n, int step)  

      { 

          if (n > 0) 

          { 

           t.TurnLeft(90); 

           Hilbert0(t, n-1, step); 

           t.MoveForward(step); 

           t.TurnRight(90); 

           Hilbert1(t, n-1, step); 

           t.MoveForward(step); 

           Hilbert1(t, n-1, step); 

           t.TurnRight(90); 

           t.MoveForward(step); 

           Hilbert0(t, n-1, step); 

           t.TurnLeft(90); 

          } 

      } 

} 
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  כתיבת רקורסיות . ב

  :אלה על השאלות הענו ,כתיבת האלגורית�שתתחילו את לפני 

 .)תנאי העצירה(מקרה הבסיס  וומה, יתציינו את קלט הכניסה לפעולה הרקורסיב  )א

 ?הא� יש קלטי� המחייבי� התייחסות מיוחדת? במקרי קצה שוני�מה קורה   )ב

, חזור� ית הלו$י רקורס,ית זנבירקורס(שלפניכ� רקורסיה הגדירו לעצמכ� מהו סוג ה  )ג

 .)רקורסיה הדדית

  .צרי$ להתבצע בגו) הרקורסיה ומה היא מחזירהציינו מה   )ד

  

  :ומספרי�ת  ספרול עי�תרגיל

  .ומחזירה את מספר ספרותיו, int המקבלת מספר מטיפוס  פעולה רקורסיביתכתבו .17

זהות ה ומחזירה את מספר הספרות  חיוביי� פעולה רקורסיבית המקבלת שני מספרי�כתבו .18

ספרת , חדותא� ספרת היהשוואה בעליכ� לערו$ כלומר  ( בשני המספרי�מ� ובמיקוכ�בער

   .) הלאה�ספרת המאות וכ, העשרות

  .את ממוצע ספרותיומחזירה  ו,intמקבלת מספר מטיפוס ה רקורסיבית פעולה כתבו .19

 .בסיס בינריבאותו דפיסה מו int מטיפוס  חיובימספרמקבלת הכתבו פעולה רקורסיבית  .20

 :אלההשורות ה את דפיסה ומ מספר של� שונה מאפסמקבלת NumPrefixפעולה ה .21

  . בשורה הראשונה יופיע המספר כולו

  .ות שלו המספר ללא ספרת האחד–בשורה הבאה 

  . וכ$ הלאה, המספר המקורי ללא ספרות העשרות והאחדות–בשורה שאחריה 

 .עד שבשורה האחרונה תודפס הספרה המשמעותית ביותר של המספר המקורי

  

  29807                                       :      ו השורות הבאותיודפס 29807:  עבור קלט,לדוגמה

                    2980  

                    298  

29  

2  

  .NumPrefixכתבו את הפעולה 

  

xהמחשב את , )x, y(חזקה  חשבכתבו אלגורית�  .22
y – תוצאת העלאת x בחזקת y ,שני כאשר 

  . ממשו את הפעולה.  חיובי ממשx,  לא שליליy, המספרי� שלמי�

  

  : מער�ל עי�תרגיל

 .איבריוומחזירה את סכו�  מספרי� של פעולה רקורסיבית המקבלת מער$ ובכת .23

  .ממוי� בסדר עולהנתו�  פעולה רקורסיבית הבודקת הא� מער$ ובכת .24

כלומר קיי� ( פעולה רקורסיבית הבודקת הא� ערכי המער$ מהווי� סדרה חשבונית ובכת .25

  .)ברי המער$י� איהפרש קבוע ב



   ישרפ ס– עיצוב תוכנה מבוסס עצמי�      � 106 �

  :תרגילי הדפסה

 n ובו,  ומדפיסה משולש של כוכביות nטבעימספר פרמטר ככתבו פעולה רקורסיבית המקבלת  .26

 n-1בשורה שמתחת יהיו ,  צמודות כוכביותnבשורה העליונה של המשולש יהיו . שורות

  .אחתבשורה התחתונה תודפס כוכבית . וכ$ הלאה,  צמודותכוכביות

  :יודפס n = 4עבור , לדוגמה

****  
***  
**  
*  

  . הסבירו?הגדירו מהו סוג הרקורסיה שאת� מבצעי� בפתרו� שכתבת�

  

 ובו,  ומדפיסה משולש של כוכביותn טבעי מספר פרמטרכ כתבו פעולה רקורסיבית המקבלת . 27

n בשורה השנייה שתי כוכביות, בשורה העליונה של המשולש תהיה כוכבית אחת. שורות 

  . צמודות כוכביותnבשורה האחרונה יודפסו .  וכ$ הלאהצמודות

  : יודפסn = 4עבור , לדוגמה

*  
**  
***  

****  
  

 משולשי� נישומדפיסה צורה של , n טבעי מספר  המקבלת כפרמטרכתבו פעולה רקורסיבית. 28

  : כוכביותn כוכביות ובשורה האחרונה שלו nבשורה הראשונה שלו . המחוברי� בקודקוד�

  :n = 3עבור , לדוגמה

***  
**  
*  
**  
***  
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            תרגילי אתגר. ג

 פרמוטציות. 29

  . ברי המער$י של מער$ היא סידור כלשהו של א)permutation, יהפרמוטצ(תמורה 

 .כתבו פעולה רקורסיבית המדפיסה את כל התמורות של מער$ נתו�

  :לדוגמה

  : 8, 4, 2עבור המער$ שמכיל את 

  :יודפסו התמורות הבאות

8 ,4 ,2  

4 ,8 ,2  

8 ,2 ,4  

2 ,8 ,4  

4 ,2 ,8   

2 ,4 ,8  

  

  )Towers of Hanoi (נויאמגדלי החידת  .30

     אדוארד לוקאס  המתמטיקאי הצרפתיל ידי עההומצאמתמטית שמגדלי האנוי היא חידה  תחיד

 עד �1הממוספרי� ממוטות   נעוצי� שלושהשבוהמשחק בנוי מלוח . והפכה למשחק חביב, �1883ב

סקיות י דnמושחלות  1על מוט מספר ,  בתחילת המשחק. ומדיסקיות בהיקפי� שוני�3

 יוצרות צורה של מגדל ומכא� הדיסקיות. )כמתואר באיור(בסדר יורד היקפה גדול סקית שימהד

 על פי 3 למוט 1ממוט בשלמותו הדסקיות להעביר את מגדל היא מטרת המשחק . שמו של המשחק

  :האלההכללי� 

  . בלבד בכל שלבת אחיתנית� להעביר דיסק. א

  .ה ממננהקט דיסקית על תהיה מונחגדולה ת דיסקיתבא) שלב אסור ש. ב

  

  :כתבו פעולה רקורסיבית

public static void SolveHanoi(int n) 

 הדיסקיות nומדפיסה את סדרת ההזזות שיש לבצע על מנת להעביר את , nמקבלת מספר טבעי ה

  . על פי כללי המשחק3 למוט מספר 1ממוט מספר 
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  : פלט זה יתקבל, דיסקיות�2  כלומר משחק ב,SolveHanoi (2)למשל עבור הזימו� 

move from 1 to 2    

move from 1 to 3  

move from 2 to 3  

 למוט מספר a היא הזזת הדיסקית העליונה ממוט מספר" move from a to b"פירושה של הפקודה 

b.  

אשר תקבל כפרמטר את מספרי המוטות ואת מספר , היעזרו בפעולת עזר רקורסיבית: רמז

  :הדיסקיות הכולל

private static void SolveHanoi(int a, int b, int c, int n) 

  .b בעזרת מוט מספר c למוט מספר a הטבעות ממוט מספר n פעולה זו תעביר את 

  

 : המלכותבעיית שמונה. 31

היא שאלכסו� יחסית למקו� בטור או ב, מט יכולה לנוע בשורה� במשחק שח) Queen( מלכה

כלי אחר אינו כל עוד , הנבחר    וו�יל של משבצות בכהמלכה יכולה לנוע מספר בלתי מוגב. עומדת בו

מלכה יכולה להכות כל כלי העומד בדרכה א$ אחרי .  וכ� כל עוד לא יצאה מהלוח,את דרכהחוס� 

אינה יכולה לנוע יותר עד היא  ,) ונעמדה במקומו אותו מהמשחקציאהכלומר הו(שהכתה כלי 

משבצת בה  הלשבעמודה או באלכסו� , המת על כל הכלי� הנמצאי� בשורימלכה מאי. לתור הבא

  . )כלומר יכולה להוציא� בתורה (היא ניצבת

 כ$ ,)8x8ממדי בגודל �מער$ דו(פעולה רקורסיבית שתציב שמונה מלכות על לוח שחמט ריק כתבו 

  .שא) אחת לא תאיי� על האחרות

  

 פרשבעיית מסעי . 32

    העומד על משבצת שמיקומה) 8x8 גודלממדי ב�מער$ דו(מט �במשחק שח) knight(פרש 

(row, col)זה כמתואר באיור ,)תוא� קיימ( המשבצות �8 יכול להגיע לכל אחת מ:  

         

   1  8    

  2    7   

 � row     פרש    
  3    6   

   4  5    

         

         

�                                                             

col                                                                  

מורכב ממעבר על שתי ה )knight move( מסע פרש למשבצת אפשרית נקרא מעבר הפרש

או שתי משבצות רצופות בכיוו� מאונ$ , משבצות רצופות בכיוו� מאוז� ואחת בכיוו� מאונ$
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ש נמצא על אחת המשבצות שבמסגרת הלוח או א� הפרכי , לבשימו  .ואחת בכיוו� מאוז�

  !  המסעות8הוא אינו יכול לבצע את כל , קרוב לה

  

הביקור . מט�  משבצות לוח השחבכלשל הפרש  פעולה רקורסיבית שתאפשר ביקור כתבו

המתאר את ) 64 ועד �1מ(בכל משבצת בלוח יופיע מספר בסו) התוכנית ). 0,0(יתחיל במשבצת 

  :התבוננו בלוח מסעי הפרש שהתקבללדוגמה .  במשבצתהפרששל ביקור מספר ה

    
  

  

 המבו�בעיית . 33

יש לכתוב פעולה  . ממדי המדמה מבו$ שלו נקודת כניסה אחת ונקודת יציאה אחת�נתו� מער$ דו

        .רקורסיבית המדפיסה את המסלול ליציאה מהמבו$
 


